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RESUMO

O problema de inclusao no envoltério convexo consiste em determinar
se um certo ponto pertence ao envoltério convexo de um conjunto de n
pontos. Este problema encontra importantes aplicacoes em geometria
computacional e programacao linear. Apresentamos um estudo tedrico
e pratico de um Algoritmo Geométrico proposto em (B. Kalantari, Ann
Oper Res (2015) 226:3017349), que tem como base um teorema de
separacao chamado de Dualidade de Distancias. Na andlise tedrica do
algoritmo, fornecemos algumas demonstragoes alternativas ao artigo
original, sob um ponto de vista proprio, fundamentado em conceitos
de otimizacao continua. Este ponto de vista nos permitiu propor duas
variagoes para o Algoritmo Geométrico, além de estabelecer a relagao
deste com o classico algoritmo de Frank-Wolfe. Também estudamos
o comportamento pratico do algoritmo em instancias artificiais do
problema, comparando-o com algoritmos classicos de otimizacao para
reformulagoes lineares e quadraticas. Os resultados obtidos sugerem o
Algoritmo Geométrico como uma alternativa promissora para o problema
de inclusao no envoltério convexo.

Palavras-chave: Algoritmo Geométrico; Envoltério Convexo; Duali-
dade de Distancias; Teoremas de Separacao; Frank-Wolfe.






ABSTRACT

The convex hull membership problem consists in deciding whether a
certain point belongs to the convex hull of a set of n points. This
problem finds interesting applications in computational geometry and
linear programming. We present a theoretical and practical study of a
geometric algorithm proposed in (B. Kalantari, Ann Oper Res (2015)
226:3017349), which is based on a separation theorem known as Dis-
tance Duality. In the theoretical analysis, we provide alternative proofs
for some results, under our own perspective, relying on concepts of
continuous optimization. This new point of view allowed us to develop
two variants of the geometric algorithm and also to establish its relation
with the classical Frank-Wolfe method. We also assessed the pratical be-
haviour of the algorithm in artificially generated instances and compare
its performance with classical optimization algorihtms for linear and
quadratic programming reformulations of the problem. The numerical
results suggest the geometric algorithm as a promissing alternative for
the convex hull membership problem.

Keywords: Geometric Algorithm; Convex Hull; Distance Duality; Sep-
aration theorems; Frank-Wolfe.
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INTRODUCAO

Dado S C R™, um conjunto de n pontos em R™, o problema de
inclusao no envoltério convexo (PIEC) consiste em determinar se um
dado p € R™ pertence ao conv(S)H (o envoltério convexo de S ). Seja
S € R™*™ a matriz cujas colunas sdo os n pontos em R™ e e € R" o
vetor cujas componentes sao todas iguais a um, entdo podemos formular
matematicamente o PIEC através da seguinte pergunta: Existe x € R™
tal que S =p, el =1, x> 07

Este problema estd relacionado a conceitos fundamentais em pro-
gramagao linear |1H4] e encontra importantes aplicagdes em geometria
computacional [1}[5(6].

A geometria computacional estuda algoritmos e estruturas de
dados para a resolugao computacional de problemas geométricos. Para
confeccao de maquinas automatizadas, por exemplo, muitas vezes é
preciso saber qual o envoltério convexo de um conjunto de pontos [6].
Outro problema em geometria computacional, e um caso particular do
PIEC, é o problema de irredundéancia, que consiste em computar todos
os pontos extremos do conv(S) [5].

Embora o PIEC possa ser formulado como um problema de otimi-
zacdo (mais especificamente um problema de programacao quadrética)
e entao resolvido por métodos classicos como Gradiente Projetado ou
Frank-Wolfe [7], em [1], Kalantari apresenta um algoritmo simples,
inspirado em ideias geométricas, ao qual chamaremos de Algoritmo
Geométrico. Este algoritmo explora o seguinte lema de alternativas: ou
para todo p’ € conv(S), existe v € S tal que v estd mais préximo de p
do que de p'; ou entéo existe p’ € conv(S) tal que o hiperplano bissetor
ortogonal ao segmento p'p separa p de conv(S), como ilustra a Figura
0. 1]

Seja d(z,y) a distancia Euclidiana entre x e y € R™. A cada itera-
¢ao, o Algoritmo Geométrico busca v € S tal que d(v,p) < d(v,p’). Se
tal v ndo existe, temos que p ¢ conv(S). Caso contrdrio, p’ é atualizado
para o ponto no segmento p’'v mais préximo de p. Isto leva a uma
iteracao de implementacao simples e computacionalmente mais barata
que a de algoritmos classicos de otimizagao.

Neste trabalho, realizamos um estudo teérico e pratico do Algo-
ritmo Geométrico para o problema de inclusao no envoltério convexo. Na

L O envoltério convexo também é conhecido por invélucro convexo ou fecho convexo.
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Figura 0.1 — Ilustracao dos casos do lema de alternativas

parte tedrica, apresentaremos os resultados que asseguram a corretude
do algoritmo, os teoremas de dualidade de distancias, e a andlise de
complexidade de iteracdo. Algumas demonstracoes sao diferentes do
artigo original [1], sob um ponto de vista préprio, que nos possibilitou
propor variantes do Algoritmo Geométrico e estabelecer a conexao entre
este e o cldssico algoritmo do Gradiente Condicional (Frank-Wolfe). No
estudo numérico, apresentamos formulagoes alternativas para o PIEC
e realizamos comparagoes entre variantes de Algoritmo Geométrico e
algoritmos classicos de otimizacgao.

A dissertacao estd organizada da seguinte forma. Revisamos al-
guns conceitos de convexidade e otimizagao no Capitulo [I} bem como
alguns algoritmos cldssicos para minimizar uma funcao suave sobre um
conjunto convexo compacto. No Capitulo [2| apresentamos o problema
de inclusdo no envoltério convexo, descrevemos o Algoritmo Geométrico
e discutimos os resultados tedricos que sustentam o algoritmo. Tam-
bém mostramos a relacao entre o Algoritmo Geométrico e o cléssico
método de Frank-Wolfe. A anélise de complexidade do Algoritmo Ge-
ométrico ¢ detalhada no Capitulo [3] No Capitulo[d] sao apresentadas
as formulacoes lineares e quadréticas para o problema de inclusao no
envoltério convexo, além de algumas variagoes do Algoritmo Geométrico
e experimentos computacionais. Fechamos o trabalho com o Capitulo
trazendo conclusoes e trabalhos futuros.



1 CONCEITOS PRELIMINARES

Com base nas referéncias [3,[7], este capitulo traz algumas nogoes
de convexidade, otimizagao de fungoes suaves sobre um conjunto con-
vexo compacto e uma breve descrigao de alguns algoritmos classicos.
Tais conceitos serao importantes posteriormente na discussao tedrica
sobre o Algoritmo Geométrico (Capitulo e na proposta de méto-
dos alternativos para o problema de inclusao no envoltério convexo
(Capitulo [4).

Ao longo do texto, |.|| denotard a norma Euclidiana e a correspon-
dente norma matricial induzida. Dados z,y € R™, a distancia Euclidiana
entre eles sera denotada por

m 1/2
d(z,y) = |lz —yll = (Z s — yi2> )

i=1

e o produto interno usual de R™ por

m

T

T Y= E TiYi,
i=1

onde x € R™ representa um vetor coluna e z (o transposto de x) um
vetor linha.

Denotaremos por B(z,r) = {y € R" : d(y,z) < r}, a bola de
centro em z € R" e raio r > 0.

1.1 Nogoes de convexidade

Definigao 1.1. Um subconjunto nao-vazio 2 C R™ € dito um conjunto
convexo quando para quaisquer x,y € () tem-se que:

ar+(1—a)y € Q, Vael0,1].

Definicao 1.2. Sejam vi,vo,...,v, e v vetores de R™. Quando v =
n n

g a;v;, coma; >0, parai=1,...,n, e E a; = 1, dizemos que v €
i=1 i=1
combinacdo convexa dos vetores vi, Vs, ..., Un.

Definigao 1.3. Seja Q um conjunto convexo. Dizemos que v € ) €
um ponto extremo de ), se v ndao pode ser escrito como combinacao
conveza de outros elementos de €.



Definigao 1.4. Seja S C R™ um conjunto finito de pontos. O envoltdrio
convezo de S € o conjunto de todas as combinagdes convexas de qualquer
numero finito de elementos de S.

Daqui em diante, denotaremos o envoltério convexo de S por
conv(S). E possivel mostrar que conv(S) é o menor conjunto convexo
que contém S, como ilustrado na Figura[I.1] ou equivalente, a intersecgao
de todos os conjuntos convexos que contém S. Para mais detalhes,
veja [7,8].

s conv(S)

Figura 1.1 — Conjunto S e seu envoltério convexo.

Definicao 1.5. Seja Q@ C R™ um conjunto convexo nao-vazio. Uma
funcao f:Q — R € dita convezxa se para quaisquer x,y € €

flaz+ (1 —a)y) <af(e) + (1 -a)f(y), VYael0,1].

Definicao 1.6. Seja 2 C R™ um conjunto convexo nao-vazio. Uma
funcdo f : Q0 — R € dita estritamente convexa se para quaisquer x,y € €,
comx #y:

flaz + (1 —a)y) <af(z)+ (1 -a)f(y), Vae(0,1).

Proposigcao 1.7. Sejam © C R™ um conjunto convexro nao-vazio e
f:R™ = R um funcao diferencidvel em R™. A funcdo f é convexa sobre
Q se, e somente se,

fly) 2 f@) + V@) (y—2) ¥rye. (1.1)
1.2 Otimizacao suave sobre um conjunto convexo

Considere o problema

min  f(x)
xER™ (12)
sa z€QCR"

4



onde ) é nao-vazio, fechado e convexo, e f : R® — R é continua-
mente diferencidvel. Denominamos f(z) de funcao objetivo, Q de regido
factivel(ou vidvel) e z € Q2 de ponto factivel.

Definigao 1.8. Um vetor x € Q € dito minimo local de f em (Q, se existe
e > 0 tal que f(z) < f(y) para todo y € Q satisfazendo ||z — y|| < e.
Um vetor x € Q € chamado de minimo global de f em Q se f(z) < f(y)
para todo y € €.

Proposigao 1.9. Seja Q@ C R™ ndo-vazio e convexo, e seja f: Q — R
uma fung¢do convera.

(a) Todo minimizador local é minimizador global.

(b) Se f € estritamente convexa e existe minimizador global, entdo o
minimizador global € unico.

(c) Se f é continuamente diferencidvel e x € Q € tal que V f(x) =0,
entao x ¢ minimizador global.

Definicao 1.10. Considere o problema e x € Q. Dizemos que
d € R™ € uma dire¢io factivel a partir de x, se existe t > 0 tal que
r+tde Vite [075). Dizemos que d é uma direcao de descida para
[ a partir de x se existe € > 0 tal que f(z +td) < f(x),Vt € (0,¢].

Proposigao 1.11. Seja f : R™ — R uma func¢do continuamente dife-
rencidvel. Se V f(x)Tdy < 0, entdo dy € direcio de descida para f a
partir de xy,.

Definicao 1.12. Considere o problema (1.2). Dizemos que x. € um
ponto estaciondrio se V f(z.)T(x —2,) >0, VreQ.

Esta definicao de estacionariedade implica que a partir de z, € Q)
ndo existe direcdo d factivel tal que V f(z.)7'd < 0, isto é, ndo ha direcao
factivel e de descida (até primeira ordem).

Teorema 1.13. Sejam 2 C R™, nao-vazio, convexo e fechado, f : Q —
R uma fung¢do continuamente diferencidvel. Se x,. é minimizador local
de f em Q, entdo:

Vix) (x —2,) >0, VzeQ.

Além disso, se f € convera, a condi¢cdo acima assequra que T, € um
minimizador global de f em €.



O Teorema [1.13] apresenta condi¢Oes necessarias e suficientes para
um problema de otimizagao convexa suave. Para o problema geral
de otimizacao nao-linear, minimizadores locais que satisfazem certas
condigoes de regularidade devem cumprir as conhecidas condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) que iremos apenas enunciar.

Considere o problema geral de otimizagdo néo-linear:

min /()
s.a. h(z) =0, (1.3)
g(x) <0,

onde f:R" - R, h:R"” = R™, g:R" — RP, sdo funcoes de classe C'.

Definicao 1.14. Seja & um ponto factivel para (1.3). Uma restrigcdo
gj(z) <0 € dita restri¢ao ativa em T quando g;(T) = 0. Se g;(Z) <0,
dizemos que a restricao € inativa.

Denotamos por I(Z) C {1,...,p} o conjunto de indices das restri-
¢oes de desigualdade ativas em 7, i.e., I(Z) = {j € {1,...,n} : g;(T) =
0}.

Definigao 1.15. Considere o problema . Dizemos que o ponto
factivel T € regular se {Vh;(Z)}", U {ng( T)}jerm) € linearmente in-
dependente.

Teorema 1.16 (Condigbes KKT). Seja T minimizador local de (1.3).
Se T € reqular, entao existem A € R™, u € RP tais que

+Z)\Vh +ZMJVgJ) 0

j=1
@=>0 (1.4)
,u'jgj(f)zoa ]:1,,]7
@) =0, ¢(@) <O0.
Uma discussao detalhada e demonstracoes dos resultados dessa
segdo podem ser encontradas em [7] e [3].

1.3 Projecao e Hiperplano Separador

Os dois resultados que veremos nessa subse¢ao podem ser encontra-
dos em [7] e motivaram algumas demonstragoes que serao apresentadas
no proximo capitulo. Além disso, as demonstracoes dos teoremas, para
facilidade do leitor, também serdo apresentadas no apéndice [A]
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Teorema 1.17 (Teorema da Projegao). Seja 2 C R™ um conjunto
ndo-vazio, convexo e fechado.

(a) Para todo x € R", existe um dnico elemento Po(x) €  (chamado
de projegio de x em ) tal que ||Po(z) — x| < ||z — z||,Vz € Q.

(b) Dado qualquer x € R™, z = Pq(x) se, e somente se,
(y-2)T(@—2) <0, Wyen.

(c) A funcgio f:R™ — Q definida por f(x) = Pa(x) € continua e nao
expansiva, isto é:

[1Pa(z) = Pa()l <z —yll, Yo,y eR"

(d) Dado x € R™, para todo y em Q temos que ||y — Po(z)| < ||y — z||.

A caracterizagdo da projegdo dada pelo Teorema [1.17] nos permite
expressar a condigdo de estacionariedade para (|1.2) de uma maneira
alternativa.

Teorema 1.18. Seja f uma funcdo continuamente diferencidvel e §)
ndo vazio, fechado e convexo. Um ponto x, € estaciondrio para (1.2)) se,
e somente se, T, = Po(x. — Vf(xy)).

Defini¢ao 1.19. Um hiperplano em R™ é um conjunto da forma {x €
R" : aTx = b}, onde a € R", a # 0, e b € R. Os conjuntos {x €
R" : aTx > b}, {x € R" : a'x < b}, sdo chamados de semi-espacos
associados ao hiperplano.

Definicao 1.20. Um subconjunto de R™ que pode ser expresso como a
intersecao de um numero finito de semi-espacos € chamado de poliedro.

Teorema 1.21 (Teorema do Hiperplano Separador). Seja  C R™ um
conjunto nao-vazio, convero e fechado e x ¢ Q. Entao existe um vetor

a € R™\ {0} tal que
aly>alz, VyeQ.

O Teorema [1.21| nos diz que dado um conjunto convexo fechado 2
e um ponto z ¢ ), existe um hiperplano que separa estritamente x do
conjunto . Nio é dificil mostrar que o hiperplano {y € R" : aTy = g},
onde a = Po(x) —z e = (Po(z) — )T Po(x), além de separar z de 2,
tangencia Q em Pg(z): a ele damos o nome de hiperplano suporte.

Os conceitos de hiperplano separador /suporte, ilustrados na Figura
bem como o teorema da projecao, sao fundamentais na demonstracao
da dualidade de distancias que fundamenta o Algoritmo Geométrico
discutido no Capitulo [2}



Figura 1.2 — Tlustracao de hiperplano separador e hiperplano suporte.

1.4 Algoritmos de Busca Direcional

A ideia de algoritmos de busca direcional (factiveis) é, a cada
iteragao, reduzir o valor da func@o objetivo através de diregoes factiveis
e de descida. O Algoritmo [I] apresenta um protdtipo desse tipo de
algoritmo para o problema .

Algoritmo 1: BusCA DIRECIONAL
Dados: 29 € 2,6 >0,k =0
1 Se x;, é um ponto estaciondrio de (1.2)), pare.
2 Caso contrério, determine uma direcao factivel dj tal que
Vf(zx)Tdy < 0 e um tamanho méximo de passo ¢ > 0.
3 Encontre t;, € (0,1] tal que f(zg + trdy) < f(xk).
4 Atualize xp 1 = xp + tgdy, faca k = k + 1, e retorne ao Passo 1.

Como mencionado, o Algoritmo [I]é apenas um protétipo de algo-
ritmo factivel de descida e mesmo quando 2 = R"”, é possivel encontrar
contra-exemplos onde pontos limite da sequéncia gerada pelo algoritmo
néo sdo estaciondrios [7,9]. Para garantir a convergéncia global a pontos
estacionarios, condigoes adicionais sobre dj e tj precisam ser incorpo-
radas. Aqui discutiremos brevemente as condi¢oes apresentadas em [9)
para o caso 2 = R".

A condigao de proporcionalidade exige que:

ldel = BIVf(zp)ll,  VE =0, (1.5)
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para alguma constante S > 0. Tal condicéo evita diregoes relativamente
pequenas em relacao ao gradiente. Ja a condi¢ao do angulo pede que:

Vi@r)de < =k |V f(zn)llldell, Yk >0, (1.6)

para algum & € (0, 1). Esta condigdo procura evitar que as diregoes de
descida {dj} fiquem ortogonais ao gradiente de f. Por fim, a condigao de
Armijo pede um decréscimo suficiente (ao invés de decréscimo simples)
no Passo 3 do Algoritmo

flag + tedy) < f(zp) + nthf(Ik)Tdk, (1.7)

onde n € (0,1).

Incorporando as condigbes de proporcionalidade, angulo e o critério
de Armijo ao Algoritmo [T} é possivel mostrar que todo ponto limite
da sequéncia gerada {zp} é ponto estaciondrio de f em R™. Para a
demonstragio deste resultado de convergéncia global, consulte [9] para
o caso 2 = R™. Para () nao vazio, fechado e convexo qualquer é possivel
adaptar as condi¢bes acima e obter um resultado similar (veja [7]).

Dada dj, tal que Vf(zx)7dr < 0, hd vérios métodos para escolher
o tamanho de passo t; satisfazendo 7 entre eles: busca linear exata,
backtracking e estratégias de interpolagao [7].

Nesta dissertacao utilizaremos o primeiro, que consiste em tomar

t = argmin ¢(t), (1.8)
>0

onde ¢(t) = f(xp + tdy). Em geral, resolver pode ser dificil, mas
hé casos tratéveis.

Considere f(z) = 227 Az — bz, onde A € R™ " ¢ uma matriz
simétrica definida positivaﬂ e b € R" . Encontrar o minimizador global
de ¢(t) equivale a encontrar t;, tal que ¢/(t) = Vf(x) + tdg)?dy = 0.
Usando o fato de que Vf(z) = Az — b e que A é uma matriz definida
positiva, temos que t; que satisfaz ¢é dado por:

=V f(z)Tdy,
ty = LK) Tk 1.
k dT Ady, (1.9)

Nas préximas secoes serao apresentados dois algoritmos de busca
direcional para o problema (1.2)): Gradiente Projetado [7] e Gradiente
Condicional [10].

1 2T Az > 0, para todos vetores ndo nulos z € R™ [7].
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1.4.1 Gradiente Projetado

No método de Gradiente Projetado para o problema 7 dado
um ponto factivel z, € €, é realizada uma busca linear ao longo da
dire¢do dy, = T — xg, onde T = Po(xp — V f(xy)). Nao é dificil mostrar
que, se rr nao é estaciondrio, entao d é uma direcao de descida, e que
xp + td, € Q, para todo ¢ € [0,1]. Note que se z, — Vf(zg) € ©, a
direcao de busca é a mesma do tradicional algoritmo do gradiente para
otimizacao sem restrigoes [3].

O Algoritmo [2] sintetiza o método de Gradiente Projetado com
busca linear.

Algoritmo 2: GRADIENTE PROJETADO
Dados: 2 € 2, > 0,n7 € (0,1),k = 0.
1 Calcule Z, = Po(zr — Vf(z1)) e defina d, = Z, — .
2 Se ||dg|| < e, pare.
3 Encontre ¢ € (0,1], tal que
[z + tede) < f(zk) + eV f(2r) T dg.
4 Atualize x41 = ) + tidy, faca k = k 4+ 1 e retorne ao Passo 1.

Para um dado x; € €, se di, = 0, temos entao pelo Teorema [1.18
que z € estaciondrio. Isso justifica o critério de parada no Passo 2 do
Algoritmo

Observe que a dificuldade desse algoritmo estd em projetar em
Q. O célculo da projecao pode ser simples para alguns conjuntos como
caixas, bolas, hiperplanos, semi-espagos, e arbitrariamente complicada
em outros casos. Uma alternativa para quando a projecao em §2 é
muito cara é o algoritmo de Gradiente Condicional apresentado na secao
seguinte.

1.4.2 Gradiente Condicional

O método de Gradiente Condicional, também conhecido como
método de Frank-Wolfe [10], é um método iterativo de primeira ordem
para a otimizacgao convexa suave. O método tenta resolver o problema
através de uma sequéncia de subproblemas da formas:

min V[ (zx)" (x — 1)
zeRn (1.10)
sa x €.

Perceba que este tipo de problema consiste em minimizar uma
linearizagao da funcao objetivo sobre o conjunto factivel.
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Algoritmo 3: GRADIENTE CONDICIONAL
Dados: 29 € Q,e >0,n€ (0,1),k=0
Encontre Ty, solucao de (|1.10]).
Se V f(zx)T &k — ax) > —e, pare.
Defina dy, = T, — k.
Encontre ¢ € (0,1], tal que
flar +trdy) < flar) +ntiV f(2) " dy.
5 Atualize 11 = xf + trdy, faga k =k + 1 e retorne ao Passo 1.

W N =

Note que o Algoritmo [3] pode néo estar bem-definido quando € é
ilimitado, pois o subproblema pode nao ter solugao (ser ilimitado).
Assim, assumiremos que 2 além de convexo, é também compact

Seja Ty, solugao de (|1.10)), isto é

Vf(lik)T(’i‘k — xk) < Vf(l‘k)T(:L‘ — l‘k), Vo € Q.

Se Vf(zk)T (Zr — zx) > 0, entdo pelo Teoremamwmos que Ty,

é ponto estaciondrio para . Isto justifica o critério de parada do
Passo 2:

Vi(xp) (2 — x1) > —e. (1.11)

Seja x, um minimizador global de ([1.2]). Se f é convexa temos

fl@) = flae) + V()" (20 — 2),
e utilizando o fato que Zy é solugao de (1.10)
fla) > fan) + V fan)" (@ — xp).
Portanto, quando f é convexa, o critério de parada implica em

flar) = flzi) <e. (1.12)

)

O lado esquerdo da desigualdade acima é conhecido como “gap’
entre o valor atual f(zy) e o valor 6timo f(z.). Assim, a cada iteragao
do Algoritmo |3} V f(z)" (x — Z) fornece uma cota superior para o
gap, mesmo nao conhecendo o valor étimo f(z.) explicitamente.

Observe que o método do gradiente projetado exige uma etapa
de projecgao no conjunto factivel em cada iteracao, enquanto o método

2 No problema de inclusdo que estamos interessados, conv(S) é sempre convexo e

compacto, ji que S é formado por uma quantidade finita de pontos.

11



de Frank-Wolfe precisa da solugdo de . Em vérios problemas,
resolver é computacionalmente mais barato que o calculo da
projecao em 2. Um exemplo interessante é discutido na Secao onde
Q=A,:={rcR" : ez =1, 2 >0} é o Simplex Unitario (Simplex
de probabilidades).
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2 ALGORITMO GEOMETRICO

Neste capitulo discutiremos sobre o problema de inclusao no envol-
tério convexo [11] e apresentaremos o objeto de estudo desta dissertagao:
o Algoritmo Geométrico [1]. Com base nos resultados tedricos em [1],
mostraremos a boa defini¢ao e corretude do algoritmo, bem como de-
talhes da implementacao. Ao final deste capitulo, iremos interpretar
o Algoritmo Geométrico como uma variante do método de Gradiente
Condicional (Frank-Wolfe).

2.1 Problema de inclusao no envoltdrio convexo

Dado S = {vy,...,v,} C R™, o problema de inclusao no envoltério
convexo (PIEC) consiste em determinar se um ponto p € R™ pertence ao
envoltério convexo de S. Este problema possui aplicacoes em geometria
computacional e em programacao linear [1}/5}6].

Se p € conv(S), pela Definigao temos que:

n n
p:Zaivi, com Zaizl,eaizo, parai=1,...,n.  (2.1)
i=1 i=1

Porém, se p ¢ conv(S), o Teorema nos diz que existe um hiperplano
que separa p do conv(S). Destas observagoes, nao é dificil formular o
PIEC como um problema de programacao quadrdtica (veja Segao [2.3))
ou mesmo um problema de programacao linear (veja Segao como
discutiremos mais adiante.

Como S possui um ndmero finito de pontos de R™, é possivel
mostrar que conv(S) é um poliedro limitado e, portanto, pode ser visto
como a intersecgao de um numero finito de semi-espagos. No entanto, é
importante ressaltar que no PIEC, nao conhecemos as desigualdades
lineares que definem este poliedro, tampouco sabemos quais elementos
de S sdo pontos extremos de conv(S)lH

2.2 Algoritmo Geomsétrico

Para abordar o problema de inclusao no envoltério convexo usa-
remos um algoritmo proposto por Kalantari |1], que chamaremos de

1 Em verdade este é o problema de irredundancia mencionado na Introdugao.



(%) (%)

V3 U3

Vs V4 Vs Vy

Figura 2.1 — No PIEC precisamos decidir se p € conv(S), sem conhecer
as desigualdades que definem conv(S) nem seus pontos
extremos. Na figura da esquerda p € conv(S) e na da
direita p ¢ conv(S).

Algoritmo Geométricaﬂ

Algoritmo 4: ALGORITMO GEOMETRICO

Dados: S = {vy,...,v,},p € R™ e € (0,1)

Escolha p’ € argmin{d(v;,p) : v; € S}.

Se Yv; # p', d(v;,p) > d(v;,p), pare.

Escolha v; # p/, tal que d(vj,p) < d(vj,p’).

Calcule & = argmin{d(p, (1 — a)p’ + av;) : 0 < a < 1},
defina p” = (1 — a)p’ + av; e atualize p’ + p”.

Se d(p',p) < e, pare.

Retorne ao passo 2

W N =

o w

Se Yv; # p', d(v;,p) > d(v;,p") a resposta para o PIEC é que
p ¢ conv(S) (isto ficard mais claro apds o Teorema de Dualidade de
Distéancias que serd visto posteriormente). Caso contrario, se o Algoritmo
Geométrico para no Passo 5 temos um ponto p’ € conv(S) que esta
a uma distancia menor que € de p. Declaramos entao um p. solugao
que pertence ao conv(S), no entanto, mesmo assim o ponto p pode nao
pertencer ao envoltério convexo de S.

No Passo 1, poderfamos escolher como ponto inicial qualquer p’ €
conv(S). No entanto, a escolha sugerida p’ = arg min{d(v;,p) : v; € S},
de comecar com um ponto de S mais préximo de p, tem razoes técnicas
que serao discutidas mais adiante.

2 No trabalho de Kalantari, o algoritmo foi originalmente chamado de “Triangle

Algorithm” (Algoritmo do Tridngulo).
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Figura 2.2 — Triangulo pp’v ilustrando os elementos envolvidos em uma
iteragao do Algoritmo [

Vs V4 Us V4

Figura 2.3 — Ilustracdo das iteragoes do Algoritmo Geométrico.

No Passo 3, buscamos v; € S\ {p'} tal que d(v;,p) < d(v;,p).
Um elemento de S com essa propriedade serda chamado de p-pivé para
P, piwé simples, ou simplesmente pivé. Se existe um pivo vj;, entdo
p’ é atualizado para p’’: o ponto no segmento p’v mais proximo de p
(Passo 4; veja também Figura . Se em uma dada iteragdo nao existe
pivo, entao o algoritmo para, e retorna p’ como uma testemunha de que
p ¢ conv(S): o hiperplano que bisseta ortogonalmente o segmento p'p
separa p de conv(S).

Exemplo 2.1. Na Figura[2.3] exemplificamos as iteragoes do Algoritmo
Geométrico para dois casos, em que S = {v1,v2, v3,v4, V5, v} C R2. No
caso a esquerda o ponto pertence ao conv(.S) e no a direita (b) nao.
No primeiro caso, como sugerido anteriormente, comegamos esco-
lhendo o ponto de S mais préximo de p, denominado p’ (vg no lado
esquerdo da Figura . Posteriormente para v; # p’, calculamos
d(vj,p’) e comparamos com d(v;,p). Neste exemplo, o pivo escolhido é
vs. Determinamos entdo & que minimiza d(p, avs + (1 — a)vg).
Atualizamos p” = avz+ (1 —a)vg como o préximo iterado. A partir
de p” o préximo pivo serd o vs e atualizando temos p”’ = avy+(1—a)p”.
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Repetimos o processo até que d(p,+1,p) < €, onde r é o ntumero de
iteracoes realizadas. Sendo assim, por construgao, temos que p,y1 €
conv(S) e que d(py4+1,p) < €, ou seja, temos um ponto no conv(.S)
suficientemente proximo de p.

Para o outro caso fazemos uma iteracao completa, exatamente
como descrito acima. Para p” vemos que Vv, d(v;, p) > d(v;,p”), que é
um critério de parada do algoritmo. Observe que usando p” e p obtemos
um vetor normal a um hiperplano que separa o ponto p do conv(.S).
Logo, o ponto consultado p nao pertence ao envoltério convexo de S.

A boa defini¢ao e corretude do Algoritmo [4] seguem de um teorema
de separacao denominado dualidade de distancias que sera apresen-
tado a seguir. Antes, apresentamos um resultado auxiliar. Em [1] tal
resultado é demonstrado usando o conceito de célula de Voronoi. Aqui
apresentaremos uma demonstragao alternativa que utiliza o Teorema

C17

Lema 2.2. Sejam S = {v1,v2,...,v,} C R™ ep € R™. Temos que
p ¢ conv(S) se, e somente se, existe p' € conv(S) tal que d(v;,p) >
d(vj,p'), Yvj € S.

Demonstrag¢ido. Como conv(S) é um conjunto ndo-vazio, fechado, e
convexo, pelo Teorema se p ¢ conv(S), existe um unico pT €
conv(S) tal que

lv —p| > Hv —p+|| , Vv € conv(9)\ {pT}.

Como todo v; € S pertence ao conv(S), usando p’ = p™ provamos que
d(vj,p) > d(vj,p'),Yv; € S.

Por outro lado, considere agora que existe p’ € conv(S)\{p} tal
que d(vj,p) > d(vj,p’),Yv; € S, isto é, |lv; —p|| > ||lv; —P'||,Vv; € S.
Em particular,

v = pll > llv; = #'ll,Vv; € E,

em que E C S é o subconjunto de S dos pontos extremos de conv(S5).
Dad, de ||v; —p||2 > ||v; —p’|\2, segue que:

2 2
Ipll” = I’
2

Além disso, Yv € conv(S), v é combinagao convexa dos v;’s em E,
isto é,

>p-p) v, Yo €E. (2.2)

|E| |E|
v= Zajvj, em que Zaj =1, «; >0, Vj. (2.3)
j=1 j=1
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Entao, de (2.2)), temos que Vv € conv(S)

r [ el — 1)1
-0 v=0p-0)" Do, < (29
j=1
Em particular, para v = p’ temos
2 /12
Pl — 1P
L .
do que segue que
nNT ||pH2 — ”p/”2 nNT AV G
p=p)p+t = >@-pP)p+-p)p

=p-0)"(p+9p)
2 2
= |lpll” = IP'I"

e portanto

Ipll” = [Ip'1?
— >
(p 5

De (2.4) e (2.6]) concluimos que p ¢ conv(S). O

Assim, se em um dado p’ € conv(S) nédo existir pivo, temos que o
hiperplano bissetor ortogonal ao segmento p’p, dado por

P)p (2.6)

2 112
H:{xeRm : (p—p/)sziupH 2”p H } (2.7)

separa estritamente p de conv(S), como representado na Figura
Uma consequéncia imediata do resultado anterior é o seguinte
teorema de alternativas.

Teorema 2.3 (Dualidade de Distancias). Sejam S = {v1,va,...,0,} C
R™ e p € R™. Ezatamente uma das duas condi¢oes € satisfeita

1. Eziste p’ € conv(S) tal que d(vj,p) > d(v;,p"), Yv; € S;
2. Para todo p" € conv(S), existe v; € S tal que d(v;,p) < d(v;,p’).

De acordo com o Lema temos que a primeira condigao do
Teorema é verdadeira se, e somente se, p ndo pertence ao conv(S),
enquanto a segunda ¢é verdadeira se, e somente se, p pertence ao conv(S).
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U2

U3

U1

Vs Vg

Figura 2.4 — Hiperplano bissetor ortogonal ao segmento p’'p que separa
p de conv(9).

Com isso temos a justificativa para o critério de parada do Passo 2 e a
boa defini¢do do Passo 3 do Algoritmo [

O lema abaixo serd util na anélise do Algoritmo Geométrico. Ele
apresenta caracterizagoes equivalentes para um pivo.

Lema 2.4. Sejam p’' € conv(S), v; € S e p € R™ o ponto a ser
consultado. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

() [lvj = pll < llv; =PIl
2 2
(b) 207 (0" =p) < IP'II” = lIpll"
2
(c) @ —=p)"(v;—1) < —5lp ol

(d) @ —p)T(v; —p) < Lp —p]?.

Demonstracio. (a) = (b): De (a) temos que |lv; — p|* < [jv; — o]
Expandindo

2 2 2 2
o117 = 207 p + lIplI” < [l 1" = 207" + [P/,
e em seguida simplificando, obtemos: QUJT @ —p) <|IPI” = lIpl>.
2
(b) = (¢): De (b) temos que 2(v; —p' +p')" (v =p) < |Ip'|I* ~ IlplI*.
Isto implica em
NT (1 2 T 2 2
2(v; =p")" (@ —p) +2[IP'I" = 20" p < IP'[I” = lpl”
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ou ainda
2 2
2(0; =)0 —p) < = IP'I” + 20" lIplI”,
2
e portanto (p' —p)*(v; —p') < =5 [lp" —pl".
(¢) = (d): Da desigualdade acima, somando e subtraindo p em

(v; —p') obtemos

2 1 2
(0 =) (v; =) =l =2l <=5 I =2l

2
logo (p' —p)"(v; —p) < 5 llp’ —pl".
(d) = (a): Da desigualdade anterior, temos que
/ T 1 / 2

' —vj+v=p) (v —p) < 5 lIp" =2,
e entao

/ T 2 L, 2

(" = v;)" (v = p) + Il —plI” < 5 lIp" = 2"

Somando e subtraindo p’ em v; — p temos que

2 2 1 2
— s =217+ @ =) (0 = p) + llvy —pll” < 3 P =2l

Organizando, somando e subtraindo p em (p' — v;)7 ficamos com

2 2 1 2 2
lo; = pI” + 1" = pI” + (0 =) (" = p) < 5 10" = pII” + Ilv; =PI
Agrupando os temos semelhantes, a inequagao acima implica em

1 2 1 2 1 2 2
§||vj—p|| +§||vj—p|| —(vj—p)T(p’—p)+§llp’—pll < lv; = p'|I”-

Utilizando produto notéveis e simplificado temos que ||v; — p|| < ||lv; — p'|.

O
Proposigao 2.5. Considere o problema (1.2), com f(z) = ||z —p||® e
Q = conv(S). Sewv; € S € um pivé para p’ € conv(S), entio d = v; —p’
é direcdo factivel e de descida para f a partir de p'.

Demonstra¢do. Como p',v; € conv(S) e conv(S) é convexo, segue que
P +a(v,—p)=(1—a)p +av; € conv(S), para todo a € [0, 1]. Logo,
d é factivel a partir de p’ . Do item (c¢) do Lema segue que d é
direcao de descida para f a partir de p'. O
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Corolério 2.6. Sejam p', vj e p’ definidos pelo Algoritmo , Entao
d(p”,p) <d(p',p).

Demonstragdo. Segue diretamente do fato de d = v; — p’ ser diregéo de
descida e da escolha de & no Passo 4. O

No Passo 4, dado um pivé v;, buscamos & € [0, 1] tal que p” =
(1 —a&)p’ + av, seja o ponto no segmento p'v; mais préximo de p, ou
seja, a projecdo de p no segmento p'v;. Vejamos que ha uma férmula
explicita para a.

Proposi¢do 2.7. Seja ¢(a) = 3[p"(a) = plI*, em que p’(a) = (1 -
a)p’ + avj. O minimizador global de ¢(a) em R € dado por

a=—

(p/ 7p)T(IUj gp/) (28)
llo; —p'll

~

Demonstragao. Basta aplicar a férmula (1.9]), considerando que f(z)

1|lz—p||* é uma quadratica estritamente convexa, e usar zj, = p”(0)

edy,=v; —p.

as

Proposicao 2.8. Seja v; um pivé para p’ # p e assuma que d(p’,p) <
d(vj,p). Entio & de (2.8) estd no intervalo (0,1].

Demonstragdo. Por hipdtese, v; é um pivé para p’. Logo, do Lema
item (c), temos que & > 0. Basta provar entdo que a < 1. Note que

|a|:|(p’—p)T(vj—p)| " = 2l llv; — |l
o —'|I* o — /||

Simplificando e usando que ||p’ — p|| < [Jv; — p|| < |lv; — p'[|, temos

|—‘_ ”p _p” Sl
[lo; = /1l
O

Como inicializamos o Algoritmo|4|com o ponto inicial p’ € arg min{d(v, p) :
v € S}, e em vista do Coroldrio temos que a condicao d(p’,p) <
d(vj,p) da proposicdo acima é satisfeita em toda iteragao do Algoritmo
Geométrico. Assim fica evidente que para p’ € conv(S) e v; € S temos
que p’" € conv(S).
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Por fim, se p € conv(S), temos que a cada iteracdo, a distancia
d(p',p) é reduzidaﬂ e o algoritmo para com uma solugao aproximada
quando d(p’,p) < e (Passo 5).

No entanto, este critério de parada pode ser problematico quando
o didmetro de conv(S) é muito pequeno. Por exemplo, considere que
S C B(0,e/2). Suponha p ¢ conv(S), mas p € B(0,e/2). Assim,
d(p,conv(S)) < e e para todo p’ € conv(S) temos que d(p’,p) < e,
isto é, o algoritmo pararia declarando p € conv(S), mas na verdade
p ¢ conv(S).

Para evitar essa situagao, consideramos R = max{d(v;,p) : v; €
S} e trocamos o critério de parada para

d(p',p)
R

<e€

isto é, quando o erro relativo é menor que a tolerancia e.

No caso em que p ¢ conv(S), o Algoritmoretornaré uma testemu-
nha p’ com a qual podemos construir o hiperplano separador definido em
([2-7). A distancia d(p’, p) dessa testemunha para p aproxima a distancia
de p a conv(S) por um fator de no méximo dois.

Teorema 2.9. Sejam p ¢ conv(S) e p’ uma p-testemunha e
A = d(p,conv(S)) = min{d(p,v) : v € conv(S)}. (2.9)

Entao,
1
id(Pypl) <A <d(p,p'). (2.10)

Demonstracao. A desigualdade da direita segue direto da defini¢ao de
A. Para provar a desigualdade da esquerda, seja p’ uma p-testemunha.
Ja vimos no Lema que o hiperplano H de (2.7) que bisseta
ortogonalmente o segmento p’p separa p do conv(S). Assim, denotando
2 2
por = 5(|[plI” = [IP'[I") temos que H = {z € R™ : (p —p')Tx = j},
peH  ={zeR™: (p—p)lz>p}econv(S) Cc H. = {z € R™:
(v —p)"z < B}
De (2.4), temos que

Ipl* = [Ip'II?

5 , Vv € conv(S),

p—p)"v<

3 Quantificaremos a redugio na distancia d(p’,p) a cada iteragido no Capitulo
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em particular, se p™ é a projegiao de p em conv(S), entao

2 2
Além disso
lp—ptI*> = lp—p +p -2
= lp=pIP+200-p)" ( —pH) +1p —pt|?
= lp=PIP+20-0)"0 -20—p)"p" + It —p"|?
> lp—pIP+200—p)"p +||p 12 = [lplI? + lp" — pTII?
= lp=21”=(IP'I* = 207" + IP'*) + IIp" — p™|?
= [p'—p"|?

em que a desigualdade vem de (2.11)). Entao temos que ||p’ — p*|| <
lp — pT|| e portanto

lp=2'll <llp—=p* Il +1lp" —p*l <2[lp—p"Il.
0

Em relagao ao custo computacional, cada iteragao do Algoritmo [4]
demanda, no pior caso, O(nm) operagoes aritméticas: O(m) é o custo
de cada produto interno, o que pode ocorrer até n vezes caso a lista .S
precise ser percorrida por completo. No entanto, a expectativa é que na
pratica, o algoritmo encontre um pivo simples antes de percorrer toda a
lista S, levando a custo por iteragdo (em média) menor que O(nm).

2.3 Relagao com o método de Frank-Wolfe

Uma alternativa para responder a pergunta do PIEC seria, por
exemplo, resolver o problema de projecao:

) 1 2
min  — [lv—p|

veRm 2 ’ (2.12)
s.a. v € conv(S),
em que S = {vy,va,...,v,} CR™ e p e R™. Em outras palavras, que-

remos achar v no envoltério convexo de S mais proximo de p. Note que
nao conhecemos uma descrigdo do conv(S) em termos de desigualdades
lineares, entao reescreveremos esse problema utilizando combinacoes
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convexas de elementos de S. Do fato que v € conv(S) temos que v pode
ser escrito como a seguinte combinacao convexa:

n n
vzg r;v; = Sz, comx >0, e E r; =1,

i=1 i=1

em que, permitido certo abuso de notagao, construimos a matriz m x n:
S =[vy ... v,]. Assim, sendo e € R™ o vetor cujas componentes sao
todas iguais a um, temos o seguinte problema de programacao quadratica:
o1 2
min = | Sa - p|
x 2

T (2.13)

sa. e x=1
x> 0.

Se aplicarmos o método de Frank-Wolfe ao problema (2.13)), a cada
iteracao, devemos resolver o seguinte subproblema:

sa. elx= (2.14)

em que f(z) = 1Sz — plf? e V1 (x) = ST(Sz - p).

Podemos encontrar a solucao analitica do problema utili-
zando as condi¢oes KKT (L.4). Seja F(z) = V f(zx)” (z — z), temos
que VF(z) = Vf(xy) e as condigdes KKT para o subproblema

sSao

Vi(zg) +de—pu=0, (2.15)
efle=1, >0, pn>0, (2.16)

Tomando o produto interno de (2.15) com x e utilizando (2.17)) e
(2.16)) temos que:

A= —Vf(zp) . (2.18)
Substituindo em :
Vi(xr) — (V(zp)Tz)e —p=0. (2.19)

De (2.16), temos que p; > 0, para i = 1,...,n, e entdo de (2.19)),
obtemos
Vi(xr)i > V(o) e, parai=1,...,n.

23



Sendo assim, seja
jeargmin{Vf(z); : 1<i<n}. (2.20)

Nao ¢é dificil verificar que = = e; (j-ésimo vetor canénico de R™)
e p; = 0,Vi # j satisfazem as condigoes 7, com \ de .
Como ¢ um problema de programacao linear, as condicdes KKT
sao também suficientes e portanto Z = e; é solugao de .

Como V f(xy) = ST(Szy — p), temos que

Vf(wr)i = el Vf(xx) = e ST(Szp—p) = (Se:)" (Swr—p) = v] (pe—p),
(2.21)
em que pr = Sxzi. Logo, para obter um indice j como em ,
devemos avaliar os produtos internos v} (px, — p) e escolher o indice
correspondente ao menor deles.
Se denotarmos o k-ésimo iterado do Algoritmo Geométrico por py
e usarmos a caracterizagao do Lema b), vemos que o Algoritmo
escolhe v; tal que

2 2
< Iel” = lipl

Tlpe —p) < 5 ,

Y
enquanto Frank-Wolfe toma v; tal que o produto interno UJT (pr —p) é
minimo.

Apesar de no pior caso ambos os algoritmos terem que avaliar toda
a lista de produtos internos v} (px, — p), é de se esperar que, em geral, a
iteragao do Algoritmo Geométrico demande menos avaliagoes, uma vez
que ele busca apenas um pivo simples, enquanto Frank-Wolfe busca “o
melhor pivo”.

Além disso, vemos que o Algoritmo Geométrico pode ser visto
como um método de Frank-Wolfe “inexato” [12], ou ainda, que o método
de Frank-Wolfe aplicado a pode ser visto como um “Algoritmo
Geométrico Ganancioso”.

A expressao por sua vez, mostra que a iteracdo do gradiente
condicional, quando aplicado ao problema , pode ser implementada
de forma mais econdmica, evitando produtos matriz-vetor da forma Sz
e STy que custam O(mn) cada.
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3 ANALISE DE COMPLEXIDADE

Neste capitulo apresentamos a anélise de pior caso para Algoritmo
Geométrico. Veremos que a reducao na distancia d(p’, p) de uma iteragao
para outra depende do angulo Z/pp’v e que em no maximo O(1/&?) itera-
¢oes o algoritmo encontra p’ tal que d(p’,p) < eR, quando p € conv(.S).
Em certos casos particulares, veremos que com uma escolha mais restrita
dos pivos é possivel melhorar a complexidade para O(In1/e). Toda a
andlise é baseada em [1], porém alguns lemas e resultados auxiliares
sao demonstrados de forma diferente, fazendo uso de interpretagoes
alternativas para os pivos.

3.1 Caracterizagao geométrica de pivo simples

Da definigdo de pivo simples da Segao temos que v € S é
pivo para p’ € conv(S) quando |jv — p|| < ||v — p'||. Por outro lado,
devido a escolha do iterado inicial no Passo 1 do Algoritmo [ e do
Coroldrio temos também que ||p’ — p|| < [[v — pl|, que junto com a
definicao de pivo simples, implica em ||p’ — p|| < ||v — p’||. Dessas duas
ultimas desigualdades, temos que qualquer pivo v para p’ deve estar
fora da bola de centro em p e raio 6 = ||p’ — p|| e também fora da bola
de centro em p’ e 4.

Além disso, do Lema b), temos que v é pivo para p’ se, e
somente se,

AP 2 4
(p—p) vz 5 :
Assim, sendo H = {z € R™ : (p—p')Tz = (||p||* — |P’||*)/2} o hiper-
plano bissetor ortogonal ao segmento p'p, temos que v deve pertencer
a0 mesmo semi-espaco que p.

A Figura ilustra a discussao acima em duas dimensoes (no
plano definido por p, p’ e v).

3.2 Complexidade de iteracao

Sejam p’ € conv(S) o iterado corrente do Algoritmo Geométrico,
v € S um pivd simples para p’ e denote o novo iterado por p”. O lema
a seguir trata da redugéo de d(p”,p) em relagdo a d(p’, p).
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Figura 3.1 — A regiao em cinza mostra onde podem estar os p-pivos
para p'.

Lema 3.1. Sejam p,p’, v pontos distintos em R™. Suponha que d(v,p) <
d(v,p"). Seja p’ o ponto no segmento p'v que estd mais prdzimo de p.
Defina § = d(p',p), &' =d(p",p), r = d(v,p) e assuma § < r. Entdo,

v <s1- 2 (3.1)
- 472

Demonstragdo. Lembrando do Passo 4 do Algoritmo[] e usando v como

pivo para p’, temos que p” = (1 — a@)p’ + av e entédo
lp" = pl> = lla(w—p")+ @ -
= oo =P + a2 —p")T (' —p) + I - pl?
B (Vo )l 0 N (et Ol sl 0 o' — o
v —p? lv—p?
1P —pl?[lv —p'|?cos®0 o
= - +11p" =l
v =72
= (I—cos®0)|p —pl? (3.2)

em que a terceira igualdade segue de a = a de com v; = v e
0 = ZLpp'v.

Agora, tendo em vista a caracterizagao de pivo simples da Secao(3.1
nao é dificil notar que, para ||[v — p|| = r, cos# serd minimo quando
v estiver sobre o hiperplano H = {z € R™ : (p —p')Tz = (||p||* -
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Figura 3.2 — Pior caso para cosf quando v é pivo simples.

1p'[|2)/2}. Neste caso cosf = §/2r, como ilustra a Figura [3.2} Desta
observagao e de (3.2)) segue (3.1)). O

Corolério 3.2. Sejam p,p',p",v,7,8,8' como no Lema[3.4 Se p” # v,

entao:
§ <oy /1— — ” s e (3.3)
arz = %P\ g2 ) ‘

em que R = max{d(v;,p) : v; € S}.

Demonstracdo. A primeira desigualdade segue do Lema e da defi-
nicao de R. Para provar a desigualdade seguinte, utilizamos que para
x#0, 1+ 2z < expz. Com isso, sendo z = —§2/(4R?) note que:

6Hexp 4R2 =dexp 8R2)

Lema 3.3. Assuma que p € conv(S). Escolha pg € conv(S), seja 6y =
d(po,p). Assuma §g < Ro = min{d(v;,p), Yv; € S}. Seja k = k(dg) o
nidmero de iteragoes para o Algoritmo Geométrico obter py € conv(S)
tal que

O

b
5k<§°§5j, j=1,.. ., k—1,
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em que 0; = d(p;,p). Entdo, k satisfaz
k= k(d9) < [Nol,
com No = N (&) = (32In2)(R/d0)? < 23(R/50)?.

Demonstrag¢ao. Para cada j = 1,...,k — 1 o Corolério [3.2] é aplici-
0
vel, e além disso 50 < §;. Entao, repetindo a aplicagdo de (3.3) do

Corolario e pela monotonicidade da fungao exponencial temos que:

52, 5 % )’
§; < dj_1exp eyl < dj_1exp <32R2> <...Sdgexp <32R2> '

Segue que

(k — 1)83
5k_1 < 50 exp (32R2 . (34)
De (3.3)) e (3.4) chegamos a
52, ka3
Op < O0j_1 exp (— 3R2 ) < dp exp <— 32R2> ) (3.5)

Assim, para que 0 < do/2, é suficiente que

exp | — k5(2) < 1
PUser2) = 2
e para isso, basta que k = [Ny, em que

Ny = (32In2) (;ﬁf.

Portanto, em no méximo k = k(dg) < [Ng] iteragoes, o gap inicial
0o € reduzido pela metade. O

Teorema 3.4 (Complexidade do Algoritmo Geométrico). O Algoritmo
Geométrico resolve corretamente o problema de inclusdo no envoltdrio
convexo do sequinte modo:

(a) sep € conv(S), dados € > 0,py € conv(S), com oy = d(p,po) <

Ry = min{d(v;,p) : i =1,...,n}, o nimero mdximo de iteragies
K. para computar um ponto p. € conv(S) tal que d(pe,p) < eR €
de
48 _
K.< 5= O(e™?). (3.6)
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(b) se p ¢ conv(S) o nimero de iteragoes Ka para computar uma
p—testemunha, € de

48R? R?
KASAQ_O<A2>’ (3.7)

em que A = min{d(x,p) : © € conv(S)}.

Demonstrag¢ao. (a) Pelo Lema para reduzir dy para dp/2, no pior
caso, o Algoritmo Geométrico requer k(dg) iteragdes. Entéo, para
reduzir o gap de dy/2 para dp/4, o Algoritmo 4| requer no méximo
k(d0/2) iteragoes e assim por diante. Logo, para um inteiro néo-
negativo r, o nimero de iteracoes para reduzir o gap de dg/2"
para 8 /27! ¢ dado por

k (50) < [Ny (‘250)1 — 2Nl <2 [Nol. (38)

27"
Seja t o menor indice tal que dp/2! < eR, isto é,
)
2t—1 < < 2t.
~ Re
Entao, o nimero total de iteragoes K. satisfaz

K. < [Ny (1 +22 4.+ 22“*1))

22t -1 2t

2
S |—N0~| S ’—No]? g |—N0-|2 X 22(t_1)

Do Lema [3:3] temos que

2 2 2
K. < (23R+1>250= (23+60>

2
58 R2:2 R2 ) 2"

9

Como p € conv(S) e da definigao de R segue que dg = d(po,p) < R
e assim 48

2
K.<(23+41) 5= 5.

(b) Suponha agora que p ¢ conv(S). No item (a) encontramos p. €
conv(S) tal que d(p:,p) < eR. Mas agora, como p ¢ conv(S), o
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minimo de d(p’,p) para p’ € conv(S) serd A. Entdao, tomando
€= % e usando (3.6]) obtemos

48 R? R?

O

Observagao 3.5. De acordo com [12] as iteragdes do método de Frank-
Wolfe para o problema (1.2)) satisfazem:

flan) = 2 =0 (3 )-

Em particular, para o problema de inclusao no envoltério convexo,
temos que

fl@)=(1/2)[ISz —p|* e Q=A,={reR": fo=102>0}

Para o PIEC, o Algoritmo Geométrico gera uma sequéncia de pontos
pr € conv(S) que se aproxima de p. Cada py pode ser associado a um
rr € A, tal que pp = Szy. Desse modo

1 1
Flax) = 511z = plI* = 5llps = pI*

Se p € conv(S), dado ¢ € (0,1), de acordo com Teorema
o Algoritmo Geométrico em K. < 48¢2 iteracdes obtem um ponto
pe € conv(S) tal que d(pe,p) < eR.

Dado um fndice k, da equagdo [48¢ 2] > k, temos que € < \/48/k,
e assim:

48

llpk — pl| < ?R'

Equivalentemente,

2

Fan) = flo) - flo) < 255 =0 (1)
Sendo assim, quando p € conv(S) temos que a complexidade do Algo-
ritmo Geométrico é similar a de Frank-Wolfe para o PIEC. No entanto,
como ja discutimos na Secao [2:3] o Algoritmo Geométrico pode ter um
desempenho pratico superior pois necessita apenas de um pivo simples
a cada iteracdo, em contraste ao método de Frank-Wolfe que necessita
do “melhor pivd”. Além disso, quando p ¢ conv(S), segundo , a
complexidade de iteracao do algoritmo geométrico depende apenas da
“geometria do problema”; ou seja, independe da tolerancia ¢.
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3.3 Pivos estritos

Como vimos no Lema [3.1} mais especificamente na equagao (3.2)),
a reducao na distancia d(p’, p) a cada iteracao do Algoritmo 4} depende
do angulo 6 = Zpp'v:

8 =dp",p)=|p"—pll = V1 —cos20|p'—p| = V1 —cos2 0 = sinbé.

(3.9)
Assim, quanto mais préximo de zero estiver o angulo 6, maior a reducao.
Em [1], uma definicdo mais restritiva de pivo é apresentada, visando
melhorar a complexidade do algoritmo.

Defini¢ao 3.6. Dado p’ € conv(S), dizemos que v; € S é um pivod
estrito para p, se w = Zp'pv; > m/2.

Analogamente, v € S é pivd estrito para p’ quando
(' —p)Fw—-p) <o0. (3.10)

Evidentemente, pelo item (d) do Lema temos que todo pivo estrito
é pivo simples. Além disso, considerando o triangulo pp’v, se v é pivo
estrito para p’, i.e., se w = Zp'pv > 7/2, entdo § < /2 e sinf < 1.

Como todo pivo estrito é pivd simples, i.e., ||[v —p|| < |lv —p'|, e
assumindo ||p’ — p|| < |lv — p||, temos entdo que v deve estar fora das
bolas de centros p e p’, ambas de raio ||p’ — p||, e satisfazer

(p=p)"v=@p-1)"p
A Figura [3.3] ilustra a regido onde podemos encontrar pivos estritos
/
para p’.

O lema a seguir é andlogo ao Lema [2.4] s6 que para pivos estritos.

Lema 3.7. Sejam p’ € conv(S), v; € S e p € R™ o ponto a ser
consultado. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

2 2 2
(@) lloj =pl” < llv; =2'II” = [Ip" = plI";

(b) 2v] (p —p) < 2p"(p' - p);
(c) ' —p)T(v;—p) < —p —pl*
(d) (p' —p)*'(v; —p) <O0.
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Figura 3.3 — A regiao cinza mostra onde podemos encontrar pivos estri-
tos.

Demonstra¢do. Partimos de (d), que é a definigdo de pivo estrito e
obtemos

® —p)"v;— @ —p)Tp<o.
Assim
20f (p' —p) < 2" (' —p),

implicando em (b). De (b), segue que
(vj =0 +0)" (0 —p) <p" () —p).
Separando os termos temos

(v; =) (0 —p)+ 0" (0 —p) <p" (' —p).

e entao
2
@ =) (v =) <=0 =l

provando (c).
Como

o —pl*> = llo;—p +p —pl?

= oy =21+ 20" —p)" (v; = ') + [Ip" —pI?
lo; = p'I1* = 2llp" — plI> + P’ — pII?
lo; = 2'II* = [Ip" — I,

IN

em que a desigualdade segue de (c). Assim obtemos (a).
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Por fim

lo; =PI = lvj—p+p—07|?
lv; = plI> +2(p — )" (v; —p) + P’ — pl?
< v =2 IP=1llp" = pIP+ 20— )" (v; —p) + Ip" — pII?,

A

em que a desigualdade segue de (a). Portanto, cancelando os termos,
obtemos

2(p — ') (v; —p) 20,
o que prova (d). O

O préximo teorema é uma especializagao da dualidade de distancias,
mais especificamente do Lema para pivos estritos.

Teorema 3.8. Sejam S = {vy,v2,...,0,} C R™ e p € R™. Temos
que p ¢ conv(S) se, e somente se, existe p' € conv(S) \ {p} tal que
(' —p)T(v; —p) >0, para todo vj € S.

Demonstracdo. A demonstragao segue as mesmas linhas daquela do
Lema mas usando a caracterizacao de pivo estrito dada pelo
Lema Como conv(S) é um conjunto nado-vazio, fechado, e con-
vexo, pelo Teorerna se p ¢ conv(S), existe um tnico pT € conv(S)
tal que

Jo=pl > |lo—p*|, Vo€ conv($)\ {p*}.

Como todo v; € S pertence ao conv(S), e usando p’ = p* mostramos
que
lv; —pll > llo; =p'll, Vv €8,

que, pelo Lema a), mostra que nao ha pivo estrito para p’.
Por outro lado, considere agora que existe p’ € conv(S)\{p} tal
que
(0 —p)(v; —p) >0, Yov;€S8.

Pela caracterizagio do Lema [3.7|(b), temos que

(0 —p)'v; > @ —p)'p, Vv €S.

Como qualquer elemento de conv(S) é combinagéo convexa dos elemen-
tos de S, obtemos

@ —=p)Tv> @@ —p)Tp, Yo conv(9),

implicando que p ¢ conv(S). O
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Figura 3.4 — Pior caso para cos# quando v é pivd estrito.

A complexidade utilizando pivos estritos é deduzida do teorema a
seguir.

Teorema 3.9. Dado p' € conv(S), suponha que v; € um pivé estrito
para p'. Entao se 6 = d(p',p) <r =d(vj,p) e &' =d(p",p), sendo p"” o
ponto mais proximo de p no segmento p’vj, temos:

< s s & 3.11
>~ ,77'24»52 >~ _ﬁ S 0€exp —E . ( . )

Demonstracdo. De , temos que 0’ = 0 sin #. Lembrando que p, p’, v;
e p’" estao no mesmo plano, nao é dificil observar que para § < r fixo e
v; tal que |ju; — p|| =7, com v; sendo pivéd estrito, o maior valor para
sin 6 ocorre quando v; € H. A Figura ilustra exatamente este fato.
Neste pior caso, temos que sin @ = r/+/r? 4+ 62 e isto implica que

’<67T
RV

Para a segunda desigualdade utilizamos o fato de que para um
ntimero positivo, x <1,




~ 2 .
Entao, como ¢ < r, para x = f_—Q temos a segunda desigualdade

L S S S i
2152 r2 462 — 2r2’
2

A ultima desigualdade segue do fato que quando = # 0, 1 +z <
52

2r2’

5 —5%\? — 2
- < — ) = — .
04/ 1 2T2_6exp<27‘2> 6exp<4rz)

Deste resultado segue que quando p € conv(S), usando pivos
estritos, conseguimos uma constante melhor na equagao (3.6). Ainda
assim, temos que o Algoritmo Geométrico demanda O(1/?) iteracoes
para encontrar uma e-solugao.

expx, sendo x =

O

3.4 Uma andlise alternativa

Fica claro de (3.9), e também da lei dos senos (veja Figura ,

que
/

< =sind, (3.12)

e portanto a redugdo no gap d(p’,p), a cada iteragdo do Algoritmo
Geométrico, depende do angulo § = Zpp'v, em que v € S é um pivd
(simples ou estrito) para p’. Assim, se existem constantes v € [0,1) e
c > 0 tais que

sinf <v= \/%—f—c’ Vp' € conv(S) \ B(p,eR), (3.13)

podemos obter um resultado de complexidade alternativo. Em [1], a
constante v é chamada de constante de visibilidade, e a constante ¢ de
fator de visibilidade.

Note que v depende diretamente dos pivos disponiveis em cada
p’ € conv(S) \ B(p,eR).

Exemplo 3.10. Considere o caso em que S sdo os vértices de um

drado e p é o ponto médio de uma das arestas, como na Figura
3.6 V2

T, sinf = 5= e no outro, 0 =

4

s

No quadrado da esquerda 6§ = 3
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Figura 3.5 — Iteragao tipica do Algoritmo Geométrico para pivos estri-
tos.

sinf = @ Note que, a medida que p’ fica mais préximo de p, o sin 6 se
aproxima de 1. Assim, neste exemplo, a constante de visibilidade serd
muito préxima de 1 e o fator de visibilidade ¢ préximo de zero. Note
que sin # s6 nao atinge seu supremo por conta da bola de centro p e raio
eR.

1 vy U1 Vo

5 e R p/ »
PNo P p
N P
p’\’ r
Vg : v3 =" Vg V3 =v

Figura 3.6 — Exemplo quando conv(S) é um quadrado e p estd na borda.

Teorema 3.11. Suponha p € conv(S). Seja §o = d(po,p), po € conv(S)
e assuma que existem v € [0,1) e c > 0 tais que € satisfeita. Entao,
o nidmero de iteragoes do Algoritmo Geométrico para obter p. € conv(S)
tal que d(pe,p) < eR, R = max{d(v;,p) :v; € S} ¢é

1. &g
Ol-In— ).
(c €R>
Demonstra¢ao. Denotando os iterados do Algoritmo Geométrico por p;,
e 0; = d(p;,p), em vista de (3.12) e assumindo (3.13)), apds k iteragoes

teremos
5 < vFGp. (3.14)
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Para que 0 < eR, é suficiente que o lado direto de (3.14]) seja menor
que ou igual a eR, logo

klnv =kln

Equivalentemente

k ]
511’1(1 +C) 2 h’lgi
Para u € (0, 1), temos que In (1 4 u) > . Assim ¢ suficiente escolher k
satisfazendo 5

1 0
k>4-1n—.
~ ¢ nsR

O

Observagao 3.12. Assim como no Teorema se p ¢ conv(S), con-
siderando ¢ = £, onde A = min{d(z,p) : = € conv(S)} e R =
max{d(vj,p) : v; € S}, temos que o nimero de itera¢des do Algoritmo
Geométrico para obter uma p-testemunha é

1. &g
“ln— ).
O(c HA>

Exemplo 3.13. Considere que o conv(S) é um quadrado de lado 1, de
vértices vy, v2,v3 € vg. Sejam vy = (1/2,1/2), S = {v1,v2,v3,04,05} €
p = (1,1/2). Na Figura ilustramos as 100 primeiras iteragoes do
Algoritmo Geométrico, comecando de py = vs. Como observado no
Exemplo sinf se aproxima de 1 conforme p’ se aproxima de p.
Como ilustrado na figura, fica claro que o angulo Zpp’v torna-se cada
vez mais préximo de 7/2 e com isso observamos o fendémeno de “zigzag”.
Neste caso, como o fator de visibilidade ¢ é muito préxima de 0, pelo
Teorema um nimero elevado de iteragdes pode ser necessério para
que o algoritmo encontre uma e—solucdo, para € = 1074,

Encerramos este capitulo com um resultado que mostra que se p
estd “suficientemente dentro” de conv(S), entdo o fator de visibilidade
c fica afastado de zero. Mais especificamente, supondo que p pertence
ao interior relativo de conv(S), e que p > 0 é o supremo dos raios das
bolas centradas em p contidas no interior relativo, mostraremos que
c>p?/R2.

Seja p’ o iterado atual do Algoritmo Geométrico, tal que d(p’, p) >
eR. Considere g o ponto na extensio do segmento p'p, tal que d(p,q) = p
(veja Figura [3.8)).
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021 b

0.1 b

Figura 3.7 — Ilustragdo do pior caso para o Algoritmo Geométrico,
quando 1/c¢ é muito grande.

Figura 3.8 — Existéncia de um pivo estrito com constante de visibilidade

limitada por 1/4/1 + p?/R2.
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Como B(p,p) C conv(S), temos que ¢ € conv(S). Logo pelo
Teorema para todo ¢’ € conv(S) existe um ¢-pivd estrito para
q'. Em particular, para ¢’ = p, temos que o semi-espaco definido pelo
hiperplano ortogonal ao segmento pg passando por g e que exclui p deve
conter um ¢-pivo estrito v, para o qual o angulo Zpqv é ndo-agudo (veja
Figura . Note que v também é p-pivo estrito para p’ e neste caso
chamaremos este v de pivo estrito forte.

Por um lado, note que

Zpp'v < Zgpu. (3.15)

Por outro lado, uma vez que Zpqu é nao-agudo, podemos adicionar um
ponto s tal que Zpsv = w/2, conforme Figura Assim,

NG OO R G N
r - r - r2’
(3.16)

De (3.15)), (3.16)), e algumas manipulagdes algébricas, temos que

1

Entao, apos k iteracoes do algoritmo, obtemos

sin Zqpv = sin Zspv =

sin @ = sin Zpp'v <

) k
0 < | ——= do.
1+ p?/R?
Para que 0; < eR, é suficiente que k satisfaca
k p? eR
——In({l+ = In —
211( +R2><n60’

ou equivalentemente

Com isso, acabamos por provar o seguinte teorema.

Teorema 3.14. Suponha que p esteja no interior relativo de conv(S).
Seja p > 0 o supremo dos raios das bolas centradas em p neste interior
relativo. Sejam 69 = d(po,p), po € conv(S), R = max{d(v;,p) : i =
1,...,n}. Dado £ € (0,1), se o Algoritmo Geométrico usa um pivé
estrito forte em cada iteracao, entao o numero de iteracdes para obter
p’ € conv(S) tal que d(p’,p) < eR €

R? &
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U1

Vg =V

on U3

Figura 3.9 — Exemplo quando conv(S) é um quadrado e B(p,p) C
conv(S)

Observagao 3.15. A demonstracao do teorema acima é praticamente
a mesma da do artigo [1]. No entanto, em [1, Teorema 14, p. 330] o
enunciado requer apenas o uso de um pivo estrito em cada iteragao.
Como vimos na demonstragao acima isto nao é suficiente pois precisamos
de um pivo estrito forte — e perceba que nem todo p-pivo estrito para
p’ é g-pivo estrito para p (pivd estrito forte).

Exemplo 3.16. Considere conv(S) como o quadrado de lado 1, p no
centro desse quadrado e S = {v1,vs,v3,v4,v5} como na Figura . Na
iteracao ilustrada, vs = p’ e v9 é escolhido como pivo estrito forte, visto
que estd no semi-espaco definido pelo hiperplano ortogonal ao segmento
p’q passando por ¢ e que exclui p.

Neste exemplo, as hipéteses do Teorema [3.14] sao satisfeitas, com

1 - . ~
R=—, p=—, 6p = —, e entao o numero de iteracoes serda da ordem

V2 2 4
de
2
0 (2 In (f)) _
4e
Logo, para ¢ = 1072 encontrarfamos a e—solucdo em até 8 iteracoes,

escolhendo € = 1073 em até 12 e assim por diante.

Para este exemplo, além do caso em que p estd no centro do
quadrado, esperamos que a complexidade do Algoritmo Geométrico seja
boa também para pontos no conv(S) contidos em uma bola de raio
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suficientemente grande no interior relativo de conv(S). Apenas para
pontos proximos a borda a complexidade do Algoritmo Geométrico é
prejudicada, como visto no Exemplo [3.13]

Observagao 3.17. Uma maneira de garantir a escolha de um pivo
estrito forte, por exemplo, é utilizar a estratégia do Algoritmo Geomé-
trico Ganancioso (veja segao de buscar v; tal que o produto interno
’UJT (p' — p) seja minimo.

Resumindo todos os resultados de complexidade deste capitulo,
temos que, para p € conv(.S), o nimero maximo de iteragdes para obter

uma, e—solucao é
1 1. do
ing—,-Iln— 7 | .
(0] <mm{827 - ng })

Além disso, se p ¢ conv(S) o numero maximo de iteragoes para o
Algoritmo Geométrico obter uma p-testemunha p’ € conv(S) é

C[R?* 1. &
0] (mm{AQ’clnA}> .
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4 FORMULA’Q()ES ALTERNATIVAS E EXPERIMEN-
TOS NUMERICOS

A fim de verificar a performance prética do Algoritmo Geométrico,
neste capitulo apresentamos formulagoes alternativas para o PIEC,
modelando-o como problemas de programacao linear e quadréatica. Com
isso, podemos comparar o desempenho de métodos classicos para as
respectivas formulagoes com o Algoritmo Geométrico.

Além disso, tendo em vista a andlise de complexidade do Capi-
tulo[3] também propomos variantes do Algoritmo Geométrico que podem
apresentar um desempenho pratico melhor que o original.

4.1 Formulagoes lineares

O problema de inclusao no envoltdrio convexo é um caso especial
de problema de factibilidade em Programagdo Linear (PL). Decidir
se p € conv(S) é equivalente a testar a factibilidade de Sz = p,z >
0,eTxz =1, em que, fazendo abuso de notacdo, S é uma matriz na qual
as colunas sao os vetores {vy,...,v,}, el = (1,1,...,1) ER" e p € R™
é o ponto que queremos consultar.

Em [13] foi mostrado que o PIEC pode ser formulado como o
seguinte PL:

m—+1
min Z 2
i=1
sa. Srx+z=p (4.1)

eTm—l—zmH =1
IZO,ZZOaZm-H 207

em que z € R™ e z,11 sao varidveis de folga para cada uma das m + 1
restrigoes.

Com efeito, se assumirmos que p possui todas as componentes
néo—negativaiﬂ e definindo z; = p;,i = 1,...,m, 21 = Ll exz =0,
temos uma solugao bésica factivel para . Note que, se o valor 6timo
de for zero para uma solugéo 6tima (x, z, 2;,+1), temos que todas
as variaveis de folga sdo nulas e entdo p = Sz,x > 0 e ez = 1, ou seja,
p ¢ uma combinagio convexa dos elementos de S e portanto p € conv(S).

1 Se houvesse alguma componente negativa, bastaria multiplicar a equagio corres-

pondente por (—1).



No entanto, se o valor 6timo da fungao objetivo for maior que zero, isso
implica que algum z; # 0,7 =1,...,m, e assim p ¢ conv(S).

Neste trabalho, propomos uma outra formulacao linear para o
PIEC, usando como base o Teorema[I.21] Considere o seguinte problema
de otimizacgao:

min = — W41
sa.  (z—p)Tw+wny <0, Vo € conv(S), (4.2)
[wlloo <1, Wmt1 >0,

em que assumimos que p # 0 é o ponto a ser consultado.

Observe que se existe um hiperplano separador w'x = (3, com
w # 0, entre p e conv(9), tal que wlx < B, Vo € conv(S) e wlp > 3,
entdo necessariamente (z — p)?w < 0, o que leva a formula¢ao (4.2)).

Se na solugao 6tima de tivermos wy,4+1 = 0, entao nao existe
tal hiperplano e concluimos que p € conv(S). Note que a formulacao
apresenta infinitas restricbes. Para contornar esta dificuldade,
consideramos o seguinte resultado.

T

Proposicao 4.1. Seja w € R™ \ {0} e considere um conjunto finito
de pontos S = {v1,...,v,} CR™. Entdo 27w > 0,Vz € conv(S) se, e
somente se, viw > 0,Yv; € S.

Demonstragdo. Considere que 27w > 0, Vz € conv(S). Como S C
conv(S), em particular, temos que vlw > 0,Vv; € S.

Por outro lado, se vl'w > 0,Vv; € S, entdo para qualquer o € R
tal que a >0 e eTa =1 temos

n T n
2Tw = g o, ; w = E aiviTw >0,
i=1 i=1

e portanto 7w > 0 para todo x € conv(S). O

Logo, da Proposigao podemos escrever (4.2]) de forma equiva-
lente como

min = — Wmt1

sa. (v —p)TwH w1 <0, j=12,...,n,
—1<w; <1, +=12...,m,
wm+120~

E possivel mostrar que (4.3) estéd associado ao dual de (4.1)).
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Com a finalidade de comparar com os algoritmos propostos neste
trabalho, nos experimentos numéricos consideramos o método Simplex

[2H4] para resolugao das formulagoes lineares (4.1]) e (4.3).

4.2 Formulagao quadratica

Como ja discutimos na Secao [2.3] o PIEC pode ser tratado através

do problema de projegao (2.13):

. 1 2
min - o[|Sz - p|

sa T €A,

(4.4)

lembrando que A,, = {z € R" : efz =1,z > 0} denota o simplex uni-

tario. O vetor z € A,, corresponde aos coeficientes de uma combinagao
convexa.

Seja ., a solucdo de (4.4)). Se o valor 6timo for estritamente positivo,
ie., ||Sz. — p|| > 0, entdo p ¢ conv(S) e Sz, corresponde a projecao de
p em conv(S). Se o valor étimo for zero entdo temos que p € conv(S).

Para resolver a formulacao quadratica , vamos considerar os
classicos métodos do Gradiente Projetado (Algoritmo [2)) e Gradiente
Condicional (Algoritmo |3) descritos nas Secoes e respectiva-

mente.

4.2.1 Projecao no simplex unitario

No método do Gradiente Projetado, aplicado a , o célculo da
diregao factivel e de descida envolve a projecao de um vetor de R™ em
A,,. Para obter a proje¢ao no simplex unitario usaremos a abordagem
descrita em [14}[15], que calcula a projegao sobre A, em um ndimero
finito de iteragoes.

Sejam I, = {1,...,n}, I C I,, Xy = {z € R" : x; = 0,Vi € I},
ny = dim(X;) =n—|I|, K = X;nNA,eV; = XNV, em que
V={zeR":elzx=1}

Algoritmo 5: PROJEGAO NO SIMPLEX UNITARIO
Entrada: Dado c € R, faga x =ce I = ).

1 Compute Z = Py, (z). Se & > 0, pare (& = Pa,,(c)).

2 Atualize I + TU{i : &; < 0} e substitua = por Px,(&). Volte
ao Passo 1.
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O Algoritmo 5| nada mais é que um algoritmo de projecoes alter-
nadas |16l|17]. Note que a projecdo de z em V tem expressao analitica

dada por:
1— T
Py(z) = o + (”) ¢,
n

assim como a projecao de x em R} que é max{x,0}. A dificuldade esta
exatamente em projetar na interseccao V NRY.

A observagao chave que permite encontrar a projecao de x em A,
em um numero finito de passos é que se & = Py (x) possuir componen-
tes negativas, tais componentes serdo nulas na solugao Pa (). Logo,
tais componentes podem ser zeradas e passamos a trabalhar em um
subespago de dimensao menor. A convergéncia ocorre em no maximo n
iteragoes porque a dimensao ny do subespago X decresce pelo menos
uma unidade por iteragdo. Para mais detalhes, consulte [14].

As projecoes requeridas pelo Algoritmo [5| admitem férmulas fecha-
das. Para calcular Z = Py, (z):

Vi ¢ I,

1-) .z

fizxri-izj 23
nr

7, =0, Viel,

e Py, (%) = max{z,0}.

No pior caso o Algoritmo [5|gasta (n—+1)n/2 operagdes para calcular
a projecdo em A,,.
4.2.2 Critérios de parada

O Algoritmo Geométrico para quando
d(p’,p) = lIp" = pl = [|S2" = pll <&, (4.5)

ou quando detecta uma testemunha p’ tal que o hiperplano (2.7 separa
p de conv(S). Assim, um critério de parada natural para o Gradiente
Projetado e Frank-Wolfe é

[Szp — pl| <e. (4.6)

Outro critério de parada, relevante para quando p ¢ conv(S), é
discutido a seguir.
Na Secao vimos que o critério de parada para Frank-Wolfe,

aplicado ao problema ([1.2]), dado por (1.11]) implica em
fxr) = f(a) < VF(xp)" (ze — 21) <ey,
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em que xy € o iterado atual, Ty é a solugao do subproblema eeré

a tolerancia escolhida. Vejamos como devemos escolher €y para garantir

que [|Sxy — p|| j& estd perto o suficiente do valor étimo ||Sz. — p|.
Note que a fungao objetivo em questao para a formulacao é

f(z) = 3||Sz — p||®. Assim, as iteracdes de Frank-Wolfe param com:

ISzk = pll* — [[Sz. — pl|* < 2¢5,
que implica em

Ef
Sz —pl| — ||Sze — p|| £ 27—

Logo, impondo e5 = || Sz — plle/2, teremos
1Sz = pll < [[Sze —pl + e

Se p € conv(S), x, solucio de é tal que ||Sz« — p|| = 0 e entdo a
desigualdade acima coincide com (4.5)). Por outro lado, se [|Szy —p| > ¢,
entdo da desigualdade acima || Sz, — p|| > 0 e podemos concluir que
p ¢ conv(S). Portanto, além da condicdo (4.6)), também usamos como
critério de parada para Frank-Wolfe (aplicado ao problema ):

1Sz, — p
—¢.

V()" (an — ) < 5

(4.7)

4.3 Variantes do Algoritmo Geométrico

Com base na andlise apresentada no Capitulo |3] em particular na
Secao [3.4] vemos que o desempenho do Algoritmo Geométrico é ditado
pela constante de visibilidade v. Como na pratica v depende nao apenas
dos pivos disponiveis para cada p’ € conv(S) \ B(p, eR) mas também da
escolha de tais pivos, nesta se¢ao propomos estratégias que procuram
melhorar a constante de visibilidade.

4.3.1 Algoritmo Geométrico com condigao do angulo

Vimos que os algoritmos de busca direcional (Se¢ao utilizam a
condicao do angulo para evitar que as diregoes de busca se tornem
ortogonais ao gradiente negativo.

Por outro lado, também vimos que no Algoritmo Geométrico, se
vj é pivo para p’, entdo d = v; — p’ é uma direcao de descida (veja
Lema (c)) para f(y) = 3 |ly — pl|?, e que sin = sin Zpp'v; determina
a redugao na distancia em relagao a p segundo .
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Entao, ao invés de simplesmente escolher um pivo, propomos, a
cada iteragao do Algoritmo Geométrico, tomar v; € S tal que

® —p)" (v; =) < —&lp = pllllv; — I, (4.8)

para x € (0,1].

Algoritmo 6: ALGORITMO GEOMETRICO COM CONDIGAO DO
ANGULO
Dados: S = {v1,...,u,},p € R™, e € (0,1), k € (0,1]
1 Escolha p’ € argmin{d(v;,p) : v; € S}.
2 Determine
Se ={v; € S\{P'}: (' = )" (v; =) < =6 Ip" = pll lv; = P'lI}-
Se Sy # 0, escolha v; € S, e va para o passo 6.
Se Yv; # p', d(vj,p) > d(vj,p’), pare.
Escolha v; # p/, tal que d(vj,p) < d(vj,p’).
Calcule @ = argmin{d(p, (1 — a)p’ + av;) : 0 < a < 1},
defina p” = (1 — @)p’ + awv; e atualize p’ < p”.
Se d(p’,p) < €, pare.
8 Retorne ao passo 2

[ B B 1]

~

No Algoritmo @ buscamos na lista S algum v; que satisfaca a
condigao (4.8)). Dependendo de p’ e do valor de k pode ser que nao
exista v; em S satisfazendo este critério, e entao simplesmente tomamos
um pivo simples.

E claro que para concluir que S, = ) temos que percorrer toda a
lista S e, neste processo, j4 podemos aproveitar para verificar quais v;
880 pivos.

E importante notar que a condicio s6 implica que v; é pivd
simples (ou estrito) para valores suficientemente grandes de k = cos 6,
como ilustra a Figura Por outro lado, dependendo de k, nem todo
pivo cumpre a condigao do angulo.

4.3.2 Algoritmo Geométrico Ganancioso

Na Secao [2.3] vimos a relagao entre o Algoritmo Geométrico e o
Gradiente Condicional(Frank-Wolfe): o método de Frank-Wolfe, aplicado
ao problema , equivale ao Algoritmo Geométrico com a escolha de
um pivé v; # p’ tal que

ol (p" — p) = min{v] (p' — p) 1 v; € S\ {P'}}- (4.9)
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Figura 4.1 — Para k > 1/2 temos que a condi¢ao do dngulo implica pivo
simples e para x > v/2/2 a condicdo implica pivo estrito.

Com base na caracterizagao do item (b) do Lema temos que o
método de Frank-Wolfe (com as particularidades do PIEC) equivale a
um Algoritmo Geométrico Ganancioso, em que ao invés de escolher v;
tal que
12 |I” — llpll?
vi (' —p) < H 5 eI~ (4.10)
escolhemos v; tal que o lado esquerdo de (4.10) ¢ minimo.

Algoritmo 7: ALGORITMO GEOMETRICO (GANANCIOSO
Dados: S = {v1,...,v,},p € R™, e € (0,1)

1 Escolha v; € S\ {p'} tal que
vj (p = p) = min{v{ (p —p) 1v; € S\ {p'}}.

2 Se v (p —p) > (P[> = [Ipl?)/2, pare.

3 Calcule & = argmin{d(p, (1 — a)p’ + av;) : 0 < a < 1},
defina p” = (1 — &)p’ + av; e atualize p’ < p”.

4 Se d(p',p) < e, pare.

5 Retorne ao passo 1.

Note ainda, do Lema b)7 que se v (p —p) < p” (p' —p), entdo
v; € pivo estrito. Assim, em vista de , o Algoritmo m escolherd um
pivo estrito sempre que possivel.

Mais ainda, como ja& comentado nas observagoes apds o Teo-
rema se existem pivos estritos fortes para p’, o Algoritmo |Z| seleci-

onard um deles.
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A desvatagem deste algoritmo (em relagao ao Algoritmo Geomé-
trico original) é que a cada iteragdo é necessdrio percorrer toda a lista S
para assegurar o minimo. Logo, o custo por iteragdo é sempre O(nm).

4.4 Experimentos Numeéricos

Para avaliar o desempenho do Algoritmo Geométrico e suas vari-
antes frente a algoritmos classicos de otimizacao para as formulagoes
lineares e quadratica, nesta segao apresentamos alguns resultados com-
putacionais.

As instancias do PIEC foram geradas de forma artificial seguindo
o mesmo esquema de [13]. Os pontos do conjunto S = {vy,...v,},
sao gerados segundo uma distribuicao uniforme na bola unitdria em
R™ [18]. Cada v; é gerado da seguinte maneira: primeiro geramos um
vetor v € R™ com componentes amostradas independentemente de uma
distribui¢do normal padrao; a seguir obtemos v; pela expressao

vj = Vu(v/|lv]),

na qual u vem de uma distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

O ponto p foi gerado de quatro maneiras distintas para analisar
diferentes cendrios, como discutiremos a seguir.

Os algoritmos foram implementados e os experimentos realizados
em ambiente Matlab R2018b em um computador com processador Intel
Core i5 1.8Ghz, com 8GB de RAM.

Algumas particularidades dos experimentos:

e Para as formulagoes lineares empregamos o comando linprog do
Matlab, usando como opgao o método “dual-simplexﬂ’ [19];

e Para a formulagao quadratica implementamos o método de Frank-
Wolfe (4.7)) e o método de Gradiente Projetado (Secao [1.4.1)). Em

ambos, utilizamos busca linear exata.

e No algoritmo de Frank-Wolfe, consideramos o critério de parada
discutido na Secéao

e No algoritmo de Gradiente Projetado, utilizamos o Algoritmo
para calcular a proje¢cdo no simplex unitario e consideramos o
critério de parada usual ||dx|| < e, = 107°,

2 Optamos por utilizar o Dual-Simplex, pois em testes preliminares foi mais eficiente

(em relagao ao tempo) do que utilizando Pontos Interiores.
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Tabela 4.1 — Algoritmos testados.

Sigla Algoritmo Referéncia
AG Algoritmo Geométrico (Alg. 11]

AGA AG com condigao do angulo (Alg Secao |4.3.1
AGG AG Ganancioso (Alg. Secao [4.3.2
LP1  linprog para formulacao (4.1)) [13]

LP2 linprog para formulacao Secao ﬂ'
FW Algoritmo de Frank-Wolfe ( Alg P Secao [1.4.2
GP Algoritmo Gradiente Projetado (Alg. ' Secao[1.4.1

Tabela 4.2 — Custo por Iteragao (pior caso)

Sigla Custo por Iteragao
AG O(mn)

AGA O(mn)

AGG O(mn)

LP1 (Dual-Simplex) O(m? + mn)

LP2 (Dual-Simplex) O(n? + mn)

FwW O(2mn)

GP O (2mn + 50

e Para o Algoritmo [6] utilizamos x = 0.14.

e A tolerancia € > 0 no critério de parada do Algoritmo Geométrico
e variantes é discutida em detalhes a seguir, na descricao de cada
cenario.

Como as varidaveis z € R™ na formulagao quadratica Sa0 0S
coeficientes da combinagao convexa (das colunas de S), e ndo o ponto
p’ € R™ como no Algoritmo Geométrico, consideramos como ponto
inicial g = ¢; € R™, em que o indice 7 é tal que

i:argmin{\\vj —pll} (4.11)

1<j<n

pois assim Sz = po, em que py é o ponto inicial para o Algoritmo [4]
Os algoritmos considerados nestes experimentos estao descritos na

Tabela Ressaltamos que AG representa o Algoritmo Geométrico

original que emprega pivo simples em cada iteragao. Nas comparagoes,
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nao consideramos o algoritmo que usa pivos estritos pois o Algoritmo
Geométrico Ganancioso ja escolhe tais pivos sempre que possivel.

Outro detalhe importante é a diferenga entre Frank-Wolfe (FW) e o
Algoritmo Geométrico Ganancioso (AGG). No algoritmo FW avaliamos
o gradiente sem tirar proveito da estrutura geométrica do problema e
portanto sao realizados dois produtos matriz-vetor. Jd no AGG, tendo em
vista a discussao da Secao tais produtos sao evitados interpretando
Se; como v; e Sxj como py.

Na Tabela relembramos o custo por iteracao (no pior caso)
para cada um dos algoritmos considerados.

Para todos os problemas dos cenarios descritos abaixo, definimos

mazit = min{max{1000n, 10000}, 10°}, (4.12)

como o numero maximo de iteragoes para os algoritmos geométricos,
FW e GP.

Para todos os problemas fixamos o tempo limite de execugao de
cada algoritmo em 20 segundos.

Os experimentos foram organizados em quatro cendrios:

(a) p € conv(S) longe da fronteira;
(b) p ¢ conv(S) longe da fronteira;
(c) p € conv(S) perto da fronteira,
(d) p ¢ conv(S) perto da fronteira.

Com isso, esperamos avaliar a performance do Algoritmo Geo-
métrico (e variantes) nos melhores e piores cendrios. Para todos eles
consideramos a dimensao m = 100.

Para cada cendrio e para cada valor de n > m foram geradas
10 instancias. Assim, nas Figuras até os tempos reportados
sao obtidos pela média aritmética e as legendas dos processos, segue a
Tabela 11

Cendrio (a): p € conv(S) suficientemente dentro do interior relativo

Neste cenario consideramos p = 0 € R™, o centro da bola unitaria
em R™. Como os elementos v; de S vem de uma distribuicao uniforme
na bola unitaria, com uma grande quantidade n de pontos, é quase certo
que p € conv(S).

Além disso, é provével que B(p, p) C conv(S), para p > 0 afastado
de zero.
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m=100; caso (a)
25 T T T

tempo (seg.)
i
w»

[

0.5

0 == o
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
n

Figura 4.2 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, p = 0 €
conv(S), para n = 500, 1000, .. .,5000, ¢ = 10~2.

Consideramos inicialmente a tolerancia ¢ = 10~2 nos algoritmos
geométricos e variamos n = 500, 1000, . . ., 5000. Optamos por escolher
a precisdao de € = 1072 neste cendrio, pois em testes preliminares, com
precisoes 1072 e 1074, o Algoritmo Geométrico com pivé simples (AG)
excedeu o nimero méaximo de iteracoes. Este fenomeno j4 era esperado
do Teorema, que estima um niimero maximo de 4872 iteracoes.

Por outro lado, visto que p estd no interior relativo do conv(.S),
pela anélise de complexidade alternativa do Teorema [3.14] esperamos
que o Algoritmo Geométrico Ganancioso apresente um bom desempenho
neste cendrio.

A Figura mostra os resultados para este cendrio e todos os
algoritmos considerados, na Figura mostra os mesmos resultados
considerando as variagoes do Algoritmo Geométrico e os métodos que
resolveram a formulagao quadratica . Vemos que as formulagoes
lineares (resolvidas via linprog) apresentaram um maior tempo de
resolucao comparados aos demais.

Ressaltamos que as formulagoes lineares foram resolvidas de ma-
neira exata pelo Dual-Simplex, enquanto os outros algoritmos testados
utilizam (direta ou indiretamente) a tolerancia e, encontrando solugoes
aproximadas. Mesmo resolvidas pelo Dual-Simplex nos experimentos
com n > 10000, nao iremos considerar tais formulagoes, visto que o
tempo médio das 10 instancias geradas, considerando n = 50000, foi de
aproximadamente 555 segundos.
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m=100; caso (a)
T T
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N

Figura 4.3 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, p = 0 €
conv(S), para n = 500, 1000, ...,5000, ¢ = 10~2.

Vemos também que, para n < 5000, os algoritmos FW, GP, AGA
e AGG apresentam um desempenho superior ao AG. Sendo o Algoritmo
Geométrico Ganancioso o mais rapido nesse caso.

J& para instancias com um maior nimero de pontos: n = 10000, . .., 100000,
é possivel observar pela Figura[.4] que as variantes do Algoritmo Geomsé-
trico apresentaram boa performance em relagao ao Gradiente Projetado
e Frank-Wolfe quanto ao tempo de execugao, sendo que os algoritmos
AGG e AGA apresentaram o melhor desempenho.

Em parte, o desempenho do AGG é explicado pelo Teorema [3.14]
uma vez que tal algoritmo usard um pivo estrito forte sempre que
possivel, apesar de precisar percorrer todos os n pontos de S. Assim,
considerando o custo por iteragao da Tabela e a complexidade do
Teorema o custo total do AGG é

R? &
O <mnp2 In 5R) .

Nos testes desse cenério o valor maximo de R foi 1 e 0.85 < p < §g < 0.92
de modo que as iteragoes nao passaram de 100.
Além disso, como m, e estao fixos, esperamos que o tempos dos
algoritmos geométricos cresgam linearmente com o aumento de n.
Sabemos que a diferenga entre o Frank-Wolfe e o Algoritmo Geomé-
trico Ganancioso é que o FW terd um custo adicional de dois produtos
matriz-vetor por iteracdo. Isto explica seu tempo superior ao do AGG
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m=100; caso (a)

-

o
©

o
©

o
3

tempo (seg.)
o o
o =

o
'S

Figura 4.4 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, p = 0 €
conv(S), para n = 10000, . ..,100000, ¢ = 1072,

apesar do nuimero de iteragoes de ambos se manter praticamente o
mesmo e inferior a 40 iteragoes.

Notamos ainda que o GP teve um desempenho similar ao AGG,
apesar de um custo maior por iteragao, em decorréncia do baixo nimero
de iteragoes (no maximo 7).

Perceba também que nestes testes, o desempenho do AGA foi
superior ao do AGG. Possivelmente, como a quantidade de pontos é
muito grande, a cada iteracao, o AGA conseguiu encontrar um pivo que
satisfaz a condigao do angulo, sem precisar percorrer todos os pontos
de S. Isto também explica o fato do AG manter sua média de tempo
em torno de 1 segundo, mesmo para valores elevados de n.

Destacamos ainda que nos problemas deste cenario o fator de
visibilidade observado se manteve afastado de zero.

Cendrio (b): p ¢ conv(S) e afastado da fronteira

Neste cendrio consideramos p ¢ conv(S), mais especificamente,
consideramos um vetor p aleatério tal que ||p|| = 2. Como S C B(0,1),
temos certamente que p ¢ conv(.S).

Para estes testes consideramos € = 107%, como em [1]. No entanto,
vimos no Teorema [3.4] que a complexidade de iteracao nao depende
de € e sim das constantes A e R. Como em problemas praticos nao as
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m=100; caso (b)
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Figura 4.5 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p|| = 2,
para n = 500, ...,5000, ¢ = 104,

m=100; caso (b)
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Figura 4.6 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p|| = 2,

para n = 500,...,5000, ¢ = 1074
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m=100; caso (b)
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Figura 4.7 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p| = 2,
para 1 = 10000, ..., 100000, £ — 10—,

conhecemos, optamos por manter € = 10~*. Lembramos que a tolerancia
€ influencia nos critérios de paradas do FW e GP e também na decisao
de p pertencer ou nao ao conv(S).

A Figura mostra os resultados para este cendrio, com n =
500, ...,5000. Observamos que novamente os resultados das formulagoes
lineares nao foram satisfatorios comparados aos demais, devido ao
fato de resolverem o problema de maneira exata, como observamos
anteriormente.

Novamente, para facilitar a comparacao dos demais algoritmos, na
Figura @ omitimos LP1 e LP2, apresentando os experimentos para
10% < n < 10°.

Podemos observar que todos algoritmos tiveram um tempo médio
inferior a 1 segundo.

Além disso, o Algoritmo Geométrico e suas variantes novamente
apresentaram uma boa performance em relagao ao GP e FW, que se
acentua a medida que o niimero de pontos n aumenta (justamente pelo
custo por iteragao visto na Tabela .

Note que no caso em que p ¢ conv(S) o custo total do Algoritmo
Geométrico e suas variantes é

[R? 1. &
0] (mnmm{Az,cln A}) .

Para as instancias geradas neste cendrio temos que R nao excede 3 e
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A, dy sao maiores ou iguais a 1. Como visto na Secdo [3.4] o fator de
visibilidade efetivo, ¢, depende diretamente do pivo escolhido. No AG
precisamos de um pivo simples, enquanto no AGG buscamos um pivo,
v, que minimiza v (p’ — p). Isto faz com que o fator do primeiro seja
menor, explicando o fato do Algoritmo Geométrico ter uma performance
inferior a do Algoritmo Geométrico Ganancioso, mesmo néo precisando
percorrer todos os n pontos de S a cada iteragao.

Cendrio (c): p € conv(S), mas prézimo da fronteira

Nesse cenério buscamos gerar um ponto p dentro do conv(.S) mas
proximo a fronteira para ilustrar o pior caso dos algoritmos geométricos.

Primeiro determinamos dois pontos de S, digamos v, e vg, que
possuem os maiores valores do funcional linear 1(v) = eTv. A seguir,
fazemos

1 1
p= 51}4 + §vq.

Além disso, para evitar que vy e vq sejam os pontos de S mais préximos
de p, adicionamos a S um novo ponto v, tal que d(vs,p) < d(ve, vq)/2.

Como vimos no exemplo da Figura [3.6 neste caso, a constante
de visibilidade v pode ficar préxima de 1 (e a constante ¢ préxima de
zero). Assim, uma vez que 1/c pode ser relativamente grande, esperamos
observar a complexidade do Teorema ao invés da do Teorema [3.11
para o Algoritmo Geométrico e variantes (em contraste ao cendrio (a)).
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m=100; caso (c)
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Figura 4.8 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, p = %w—k%vq,
para n = 500, ...,5000, ¢ = 1072,

m=100; caso (c)
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Figura 4.9 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, p = %w—i—%vq,
para n = 500,...,5000, ¢ = 1073,

Comecamos com tolerancia ¢ = 1072, Nas instancias deste cenério,
justamente por Zpp'v poder ficar arbitratiamente préximo de 7/2, na
Figura podemos ver que o AGA (Algoritmo Geométrico com condi-
¢ao do angulo), com k = 0.14, apresentou um dos piores desempenhos,
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m=100; caso (d)
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Figura 4.10 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p|| = 1.01,
para n = 500, ...,5000, ¢ = 104,

seguido pelas formulagGes lineares e pelo Algoritmo Geométrico origi-
nal. Nestes testes, o Algoritmo Geométrico Ganancioso e o Gradiente
Projetado apresentaram os melhores resultados.

A seguir, diminufmos a tolerancia para ¢ = 1073. Neste caso, 0s
algoritmos AG, AGA e FW nao conseguiram resolver cada um dos
problemas dentro do tempo limite de 20 segundos. Assim, na Figura [£.9]
comparamos apenas as formulagdes lineares com 0 AGG e o Gradiente
Projetado. Nestes problemas, em consequéncia de uma constante de
visibilidade ruim, o Algoritmo Geométrico Ganancioso encontrou di-
ficuldades para alcancar a precisdo exigida (como ja esperdavamos do
Teorema e do Exemplo e teve um desempenho inferior aos
demais.

Além disso, a maior numero de iteracoes do GP foi de aproxima-
damente 50 contra 58000 do AGG.

Cendrio (d): fora, mas prézimo da fronteira

Neste cendrio consideramos p tal que ||p|| = 1.01. Assim como no
cendrio (b) temos que p ¢ conv(S) (pois conv(S) C B(0,1)), porém
agora p estd mais préximo da fronteira de conv(S) de modo que a
constante A serd bem menor que no caso (b).

Apesar da complexidade dos algoritmos geométricos nao depender
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m=100; caso (d)
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Figura 4.11 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p|| = 1.01,
para n = 500,...,5000, ¢ = 1074

da tolerancia e neste caso, consideramos ¢ = 10~* pelos mesmos motivos
do caso (b). Para n < 5000 obtemos os resultados da Figura e da
Figura [£.17]

O método de Frank-Wolfe apresentou um custo total mais elevado,
pois foi necessario um maior nimero de iteragoes. Salientamos que no
caso em que p ¢ conv(S), o Algoritmo Geométrico e suas variantes
possuem um critério de parada diferenciado: tais algoritmos param
assim que encontram uma testemunha.

Deste modo, enquanto os algoritmos geométricos nao passaram de
20 iteragoes, FW teve uma média de 1500 iteragoes por problema. Ja o
GP teve uma média de 40 iteragoes, por esse motivo, mesmo que seu
custo seja um pouco mais elevado que o do FW (por conta do célculo da
projegao), o GP obteve um desempenho melhor em fungao do tempo.

Assim, para o caso em que n > 10000, deixando fora LP1, LP2 e
FW obtivemos o resultado da Figura Podemos observar que nesse
caso o Algoritmo Geométrico e suas formulages obtiveram resultados
muito bons, mesmo com o A do Teorema sendo pequeno em relacao
a R.

Analisando os resultados obtidos nos quatro cenarios propostos,
podemos notar que, em geral, o Algoritmo Geométrico e suas variantes
obtiveram um desempenho melhor em relagao as formulagoes lineares
(resolvidas exatamente com o Dual-Simplex) e quadréticas (resolvidas
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m=100; caso (d)
T T

2
AG
181 | = = =AGA 4
..... AGG

16f op i

14f 1

~12f i
>
@
)

S 1f i
g
3

< o8l k!

06f i

0.4f 1

02 dmemmm===T g

.....
----------
0 S T e = - -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.12 — Tempo médio em 10 instancias com m = 100, ||p|| = 1.01,
para n = 10000, ..., 100000.

com Frank-Wolfe e Gradiente Projetado), principalmente nos casos (b)
e (d), quando p ¢ conv(S).

Pelo resultado de complexidade do Teorema [3.4] j& esperdvamos
tal situagao, pois nesse caso a complexidade depende exclusivamente
da geometria do problema, isto é, da distribuicao dos pontos de S e da
posicao relativa de p, o que determina as constantes A e R.

No cenério (a) vimos que o Algoritmo Geométrico Ganancioso se
destacou perante aos demais, como previsto no Teorema [3.14] pelo fato
de escolher um pivo estrito forte (sempre que possivel).

No cenério (c), j4 esperdvamos um desempenho nao muito bom
do Algoritmo Geométrico e suas variantes, justamente por conta do

Teorema e do Exemplo

62



5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho realizamos um estudo teérico e pratico do Algoritmo
Geométrico, proposto em [1], para o problema de incluséo no envoltério
convexo (PIEC).

A corretude do algoritmo é baseada em um teorema de alternativas
chamado Dualidade de Distéancias (Teorema para o qual fornecemos
uma nova demonstragao inspirada no Teorema da Projecao e no Teorema
do Hiperplano Separador.

Além disso, interpretando o PIEC como um problema de otimiza-
¢ao, estabelecemos a relagado do Algoritmo Geométrico com o classico
método de Frank-Wolfe, mostrando que o Algoritmo Geométrico pode
ser visto como um método de Frank-Wolfe inexato.

Embora a andlise de complexidade do Algoritmo Geométrico seja
totalmente baseada em [1], fornecemos caracterizagoes alternativas para
pivos simples e estritos que nos permitiram analisar o algoritmo mais
sob um ponto de vista de otimizacao. Essas caracterizagoes nao sé nos
permitiram enxergar o Algoritmo Geométrico como um algoritmo de
diregoes factiveis e de descida, como também motivaram a proposta de
variantes do algoritmo original: o Algoritmo Geométrico com condicao do
angulo e o Algoritmo Geométrico Ganancioso. Este tltimo também foi
motivado pela relacao entre o algoritmo original e o método de Gradiente
Condicional (Frank-Wolfe). Vimos que o Algoritmo Geométrico puro
encontra p’ € conv(S) tal que d(p’,p) < eR em no maximo O(e2%)
iteracoes. Outra caracteristica interessante do algoritmo é que, quando
p ¢ conv(S), o nimero de iteragdes para computar uma p-testemunha
depende apenas da geometria do conjunto S e da posicao relativa de p.
Se utilizarmos pivos estritos fortes ao invés de pivos simples, no caso
em que p pertence ao interior relativo de conv(S), a complexidade de
iteraciao passa de O(¢~2) para O(lne~1).

Os resultados tedricos foram corroborados pelos experimentos
computacionais realizados. Para ter uma ideia do desempenho pratico
do Algoritmo Geométrico, considerados formulagoes de programagao
linear e quadrética para o PIEC, e comparamos o AG com métodos
classicos para estas formulagoes. Os resultados obtidos indicam que o
Algoritmo Geométrico e variantes apresentam um desempenho bom
frente aos métodos classicos, pelo menos nos problemas teste artificiais
considerados neste trabalho.

Assim, concluimos que o Algoritmo Geométrico figura como um



alternativa promissora para o problema de inclusao no envoltério con-
vexo, apresentando um bom desempenho prético, fundamentado por
uma teoria clara e com resultados de complexidade.

Em trabalhos futuros pretendemos testar o Algoritmo Geométrico
e variantes em problemas reais advindos da Geometria Computacional
como, por exemplo, o problema da irredundancia [5].

Outro tépico interessante a ser analisado, diz respeito a constante
de visibilidade. Pela teoria, e por nossa experiéncia numérica, nota-
mos que o pior caso para o Algoritmo Geométrico é quando o ponto
p € conv(S) e estd muito perto de (ou sobre) a fronteria. Neste caso,
a constante de visibilidade v pode estar muito préxima de 1 e com
isso a reducao no gap de otimalidade serd muito lenta, ocorrendo o
fenomeno de “zigzag”. No futuro, pretendemos estudar como melhorar
essa constante de visibilidade. Uma ideia, proposta em [1], é a de incluir
pivds auxiliares no conjunto S sempre que nao for possivel obter um pivo
v simples/estrito tal que o angulo Zpp'v seja pequeno o suficiente. Por
exemplo, podemos incluir como pivos auxiliares combinacoes convexas
dos pivos escolhidos com mais frequéncia ao longo das iteragoes.

Por fim, uma outra aplicacao interessante do Algoritmo Geométrico
estd ligada ao problema de factibilidade em programagao linear. Seja

Q={zeR": Az = b,z > 0},

com A = [ay,as,...,a,], sendo b, a; € R™.
E possivel mostrar que, quando 2 é um conjunto limitado, verificar
se Q # () equivale a decidir se

0 € conv{ay, as,...,a,,—b}.
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A ALGUMAS DEMONSTRACOES DO CAPITULO

Neste apéndice serao apresentadas algumas demonstragoes dos

teoremas que foram mais utilizados ao decorrer da dissertagao. Tendo
em vista que as demonstragoes aqui feitas podem ser encontradas em [7]

e [3]

Demonstragao: Teorema[I.17  (a) Fixe z € R" e seja w algum ele-

mento de . Minimizar ||z — z|| para z € Q é equivalente a mini-
mizar a mesma funcao sujeita a z € Q tal que ||z — z|| < ||z — w||,
que é um conjunto compacto. Mais ainda, a funcao g definida
por g(z) = (1/2) ||z — z||* é continua, e pelo teorema de Weiers-
trass [20], existe Po(z) € Q minimizador global de ¢g(z) em .
Para provar a unicidade, note que g é estritamente convexa e pela
Proposicao b) tal minimizador global é tnico.

Seja z = Pq(z), isto é& |lx —z|| < [lx—vy|, Yy € Q. Como
g é estritamente convexa e continuamente diferenciavel em
convexo, pelo Teorema [1.13] z é minimizador global de g em
Q se, e somente se, Vg(z)T(y — 2) > 0, para todo y € 2. Mas
Vg(2)'(y —2) = (z —2)T(y — 2) = —(z — 2)"(y — 2), de onde
segue que (y — 2)T(z — 2) <0,y € Q.

Do item (b) temos que, dado v € R™, (w— Pq(v))T (v—Pq(v)) <0
para todo w € Q. Fazendo w = Pq(y) e v = x, e depois w = Pq(x)
e v =y, obtemos

(Pa(y)—Pa(x))" (z—Pa(r)) < 0e (Po(z)—Paly))" (y—Paly)) <
0. Adicionando ambas:

(Pa(y) — Pa(x))" (x — Po(z) — y + Pa(y)) < 0.
Da desigualdade acima, e usando Cauchy-Schwarz, obtemos
1Pa(z) = Po(y)]|* < (Pa(z) = Pa(y))" (z — y)
< [[Pa(@) = Pa@)ll |z — yll-
Portanto, assumindo Pq(z) # Pa(y), chegamos a
[Pa(z) — Po)ll < [ly — =l (A1)

Quando Pq(x) = Pq(y) a desigualdade acima é trivialmente satis-
feita.



Como (A.1)) é valida para z,y € R™ quaisquer, temos que f(z) =
Pq(x) é fungdo Lipschitz e portanto continua.

(d) Segue trivialmente do item (c) e do fato de que Po(y) = y se
y €.
O

Demonstragdao: Teorema[I.18 Seja x, um ponto estacionario para (1.2)).
Entao, do Teorema temos que

Vix)T(x —2.) >0, VzeQ.
A desigualdade acima equivale a (2, —V f(2.)—z.)T (z—2z,) < 0,Vz € Q,
e pela caracterizagdo da projegao (item (b) do Teorema [1.17]), isto é
valido se, e somente se,
z. = Po(r. = Vf(z.)).
O

Demonstragio: Teorema[1.21} Seja § = mig ly — x| = |Pa(z) — x| > 0,
ye

pois x ¢ 2. Vamos mostrar que definindo a = Po(x) — x, chegamos ao
resultado desejado. Pelo item (b) do Teorema [1.17] temos que:

(Pa(z) — ) (y — Po(z)) >0, VyeQ. (A.2)

De (A.2), temos que para todo y € €

(Po(z) — 2)Ty > (Po(z) — 2)" Pa()
= (Po(z) — 2)"z + (Pa(z) — 2)" (Pa(z) — 2)
> (Po(z) —2) T2 + 462
> (Po(z) — x)Tz.
Assim, fazendo a = (Pq(x) — x) estd provado o enunciado. O
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