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Resumo

A classificagao das algebras de Hopf pontuadas finito dimensionais
sobre D, em que m = 2n = 4t e t > 3, foi concluida em [12], para
o caso em que k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. A menos de isomorfismo, tais algebras sao: 1) B(M;)#kD,,,
com I = {(i,k)} € J ek # n; 2) B(ML)#kD,,, com L € L; 3)
Ar(A, ) com |I| >1oul ={(i,n)} ey=0e4) Brr(\~,0,u) com
(I,L) e X, |I| > 0e|L| > 0. Os conjuntos g, £ e X séo provenientes do
método de classificacao utilizado e sao tais que as algebras de Nichols
B(M;), B(Mr) e B(My,1), esta ultima associada as &lgebras do item
4, possuem dimensao finita e A\, 7,0 e p sao familias de elementos de k.
Neste trabalho, damos contribuicoes a cerca da teoria de representagao
destas algebras. Calculamos conjuntos completos de modulos simples e
nao isomorfos sobre as algebras descritas nos dois primeiros itens e para
Ar(0,0), em que I € J. Além disso, estudamos os Aj(A,y)-modulos e
os classificamos efetivamente quanto ao fato de ser simples ou nao, para
o caso em que v =0 e I é um conjunto especifico.

Palavras-chave: Algebras de Hopf pontuadas, Médulos simples, Grupo
Dihedral, Anel de Grothendieck.






Abstract

The classification of finite dimensional pointed Hopf algebras over
Dy, m = 2n = 4¢ and ¢ > 3, was completed in [12], for the case
where k is an algebraically closed field of characteristic zero. Unless iso-
morphism are such algebras: 1) B(M)#kD,,, with I = {(i,k)} € J and
k # n; 2) B(ML)#KkD,,, with L € £; 3) Ar(A\,y) with |I| >1oul =
{(i,n)} and v = 0 and 4) Br (A, 7,0, p) with (I,L) € K, |I| > 0 and
|L| > 0. The sets g, £ and X are from the classification method used
and are such that the Nichols’ algebras B(My), B(My) and B(M 1),
these last one associated to the algebras of item 4, are finite dimensio-
nal and A, 7,0 and p are elements families of k. This work contributes
to the theory of representation of these algebras. Calculated complete
sets of simple and non-isomorphic modules on the algebras described in
the first two items and for A;(0,0), wherein I € J. In addition, it was
studied the A;(\,7) - modules and classify them effectively as being
simple or not, for the case where v = 0 and I is a specific set.

Keywords: Pointed Hopf algebras, Simple modules, Dihedral Group,
Grothendieck ring.
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Introducao

O problema de classificagao de édlgebras de Hopf sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero tem sido bastante estu-
dado. Resultados significativos tém sido obtidos para as algebras de
Hopf, cujas subcoalgebras simples tem dimensdo um, ou seja, as pon-
tuadas. Neste caso, se G(H) é o grupo dos elementos grouplikes da
algebra de Hopf H entdo seu coradical é a algebra de grupo kG(H).

Um método de classificagdo de algebras de Hopf pontuadas que
se destaca é o método de levantamento, introduzido em [6]. Neste ar-
tigo, os autores realizam a classificagao das algebras de Hopf pontuadas
quando o grupo dos elementos grouplikes é abeliano e possui uma res-
trigao na dimensao do grupo. No caso em que o grupo nao é abeliano,
o problema esta em aberto e contribuigoes tém sido feitas para grupos
especificos, por exemplo, em 2], [12], [14] e [13].

Seja Dy, o grupo dihedral de ordem 2m. A classificacdo de algebras
de Hopf pontuadas e finito dimensionais tais que G(H) = D,,, em que
m = 2n = 4t e t > 3, foi concluida em [12], para o caso em que k é
um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Por ([12],
Theorem B), a menos de isomorfismo, tais 4lgebras sao:

(a) B(Mp)#kD,, com I ={(i,k)} €,k #n;
(b) B(Mp)#kD,, com L € L;
(c

(d) Br..(A7,0,p) com (I,L) e X,|I| >0e |L| > 0.

)
)
) Ar(\) com T€3,[1] > 1, 0ul = {(i,n)} ey =0;
)

As algebras descritas nos itens (a) e (b) sdo bosonizagoes, onde os
objetos B(M;) e B(M]) sao algebras de Nichols finito dimensionais na
categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre kID,,,. Para

as defini¢oes de modulo de Yetter-Drinfeld, algebra de Nichols e boso-
nizacao veja ([26], Section 11.6, Section 15.5). Os conjuntos J, £ e X,
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citados acima, sdo provenientes do método de classificacao utilizado e
s@o tais que as algebras de Nichols B(My), B(Mr) e B(M; L), esta al-
tima relacionada as algebras do item (d), possuem dimenséo finita ([12],
Theorem A). Para as algebras dos itens (c) e (d), os autores apresen-
tam conjuntos de geradores e relagoes, em que A, 7,0 e pu sao familias
de elementos de k satisfazendo algumas relages ([12], Definition 3.9,
Definition 3.11).

Este resultado foi a principal motivacao para a realizagao deste tra-
balho. Nosso objetivo inicial era calcular o anel de Grothendieck da
categoria de H-mo6dulos a esquerda finito dimensionais, para todas as
algebras de Hopf H descritas nos itens (a), (b), (¢) e (d) acima. Nesse
sentido, observamos que o conceito de grupo de Grothendieck de cate-
gorias com certas particularidades é um tema altamente desenvolvido e
bastante estudado por muitos autores. Quando € é uma categoria abe-
liana k-linear, onde os objetos possuem comprimento finito, o grupo de
Grothendieck de €, G(€), é um grupo abeliano livre gerado por classes
de isomorfismos de objetos simples. Ainda pensando em categorias C
(que generalizam a estrutura monoide), as chamadas categorias monoi-
dais, acrescidas de certas “condigdes de finitude” o grupo §(€), torna-se
um anel, chamado anel de Grothendieck de C.

Deste modo, torna-se necessario calcular os médulos simples sobre
as algebras apresentadas anteriormente. Iniciamos estudando os mo-
dulos simples sobre as algebras dos itens (a) e (b). Nestes calculos,
a referéncia [14] foi muito util, pois o autor também calcula modulos
simples sobre algebras que sao bosonizagoes de dlgebras de Nichols com
algebras de grupo. Tentamos, sem sucesso, verificar as hipoteses das
algebras dadas em [14] para as éalgebras dadas em (a) e (b), porém
conseguimos fazer uma adaptacao da prova realizada em [14].

Considerando uma &lgebra de Hopf H, o anel de Grothendieck de H
é definido como o anel de Grothendieck da categoria de H-como6dulos
a esquerda (a direita) finito dimensionais e é estudado, por exemplo,
em [17] e em [21]. Neste ultimo, podemos observar que os anéis de
Grothendieck sao ferramentas importantes para a resolugao de certos
problemas como a verificagao de uma conjectura de Kaplansky.

A partir desta definigao, nos propomos a calcular o anel de Grothen-
dieck da categoria de H-comddulos a direita finito dimensionais, em
que H ¢é cada uma das algebras (a), (b), (¢) e (d), citadas acima.
Resolvemos este problema para uma algebra de Hopf pontuada finito
dimensional qualquer. Para tanto, usamos a bijecao existente entre as
subcoéalgebras simples de uma coalgebra C' e as classes de isomorfismos
de C-comoédulos simples, veja ([20], 1.6 Lemma). Como tal resolugdo
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nao apresentou uma complexidade consideravel, optamos por inclui-la
no Capitulo 1, na secdo em que tratamos da teoria de anéis de Grothen-
dieck.

Com relagao as algebras descritas no item (c) acima, observamos que
para A = 0 = v temos A;(0,0) ~ B(M;)#kD,, ([12], Lemma 3.16).
Assim, o problema de calcular A;(0,0)-médulos simples é resolvido
do mesmo modo que para as algebras descritas nos itens (a) e (b).
Estudamos também os A;(A,v)-modulos no caso especifico em que I =
{(i,n)} e v = 0, para cada 1 < i < n — 1, i impar. Nesse caso,
em [12], a &lgebra é denotada por A;,()). Esta algebra nao ¢ uma
bosonizagao como as anteriores e portanto tornou-se necessario buscar
outras formas de calcular os moédulos sobre ela. Estudamos referéncias
que fazem estudos similares, por exemplo [14], onde o autor calcula
todos os modulos simples sobre uma &lgebra de Hopf pontuada H tal
que G(H) = S3. Em [13], sao construidos alguns modulos simples sobre
algumas algebras de Hopf pontuadas sobre S4. Na referéncia [29], sdo
calculados os moédulos simples sobre uma algebra de Hopf pontuada
sobre Z,, tal que a caracteristica do corpo é positiva.

Observamos que a éalgebra de Hopf A;,(\) ¢ pontuada e seu co-
radical é a algebra de grupo kD, ([12], Theorem A). Deste modo, a
ideia chave para estudarmos os A;,(A)-modulos é enxerga-los como
kD,,-moédulos, pois a algebra kID,, é semissimples e os kID,,-mé6dulos
simples sdo bem conhecidos na literatura, veja, por exemplo ([25], Sec-
tion 5.3). Isto é, dado um A;,(\)-modulo M, temos que M|xp,, (M
com a agao restrita a kD,,) é isomorfo a um kD,,-mo6dulo simples ou
é isomorfo uma soma direta de kID,,-médulos simples. Concentramos
nossa atencdo na classificacao dos A, ,,(A)-moédulos quanto ao fato de
ser ou nao simples e tal classificagao tornou-se o objetivo principal desta
tese de doutorado. Também nos preocupamos em caracterizar os ob-
jetos simples encontrados a fim de, no futuro, calcularmos o anel de
Grothendieck associado.

Alertamos que, em todo este trabalho, k é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero.

O trabalho esta organizado como segue. No primeiro capitulo recor-
damos resultados basicos como &lgebras de Hopf pontuadas, teoria de
representagoes de grupos e de algebras e anéis de Grothendieck. Além
disso, como as nossas algebras sao levantamentos de algebras de Ni-
chols finito dimensionais na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld
sobre kID,,,, apresentamos resumidamente a categoria dos moédulos de
Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H, em que H é uma algebra de Hopf.
Definimos uma &algebra de Nichols nesta categoria, para o caso em que
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H possui antipoda bijetora e finalizamos com o conceito de bosoniza-
cao.

Na secao em que tratamos de anéis de Grothendieck, calculamos
dois exemplos. Um deles é o anel de Grothendieck da categoria de
kD,,-modulos & esquerda finito dimensionais. Este exemplo serd im-
portante para caracterizarmos os anéis de Grothendieck calculados no
Capitulo 3. Observamos ainda, que a teoria de representacao de alge-
bras possui um papel fundamental neste trabalho, pois muitas vezes é
mais conveniente enxergar um A-mo6dulo como uma representagao.

Em [12], as algebras A;(X,7y) e A; () sdo caracterizadas por seus
geradores e relagoes. Como Ar(0,0) ~ B(M;)#kD,, entdo também
temos os geradores e relagoes de B(M)#kD,,, para qualquer I. Ja
os geradores de B(M ,)#kD,, nao sao apresentados explicitamente em
[12] e ent@o calculamos os mesmos no Capitulo 2. A fim de deixar
o trabalho padronizado, também calculamos os geradores da algebra
B(M1)#KD,,. Para tanto, gastamos um tempo entendendo os objetos
My e My, que sao somas de objetos simples na categoria dos modu-
los de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre kID,,,. A partir destes objetos
construimos as algebras de Nichols B(M;) e B(M}) e finalmente obte-
mos os geradores e relagoes das respectivas bosonizagoes. Mostramos
explicitamente um isomorfismo entre as algebras de Hopf A(0,0) e

No Capitulo 3, calculamos um conjunto completo de B(M)#kD,,,-
modulos simples nao isomorfos e o anel de Grothendieck da categoria
B(M;)#kD,, M. Mostramos que este anel é isomorfo ao anel de Grothen-
dieck da categoria kp,, m e consequentemente obtemos as regras de fu-
sao de G(m(ar,)#kp,, M), isto ¢, todas as relagdes da forma [S;][S;] =
> ker @k[Sk), em que {[Sk],k € I} é um conjunto de classes de iso-
morfismos de B(M;)#kD,,-mo6dulos simples. Fazemos o mesmo para
a algebra de Hopf B(M)#KkD,,, usando os geradores calculados no
capitulo anterior.

No quarto capitulo estudamos os A; ,,(A)-modulos. Por ser o ca-
pitulo principal da tese, explicamos a seguir um pouco de cada segao.
Seja

S = {MXUMXz’MXzﬂMXMMPnl <l<n- 1}a

um conjunto completo de kDD,,-mo6dulos simples e nao isomorfos, em
que m = 2n = 4t. Nesta notagao, estamos considerando [ € N e
omitimos esta informacao adiante. Para o que segue, w é uma raiz
m~ésima primitiva da unidade.

Na Segéo 4.1, mostramos que hé exatamente um A;,,(\)-médulo
simples M tal que M |yp,, = M, para cada j € {1,2,3,4}. Se 1 <1 <
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n—1ew?’ =1 entdo também existe apenas um A; ,,(\)-modulo simples
M tal que M|yp,, = M,,. Agora, para | =  existem quatro A; ,()\)-
modulos simples néo isomorfos tais que M|yp, = M Py - Sew? £1e
[ # % entdo nao existe um A; ,,(A)-moédulo tal que Myp,, ~ M,,.

Na Secao 4.2, mostramos que se M é um A; ,(A)-modulo tal que
M, ~ @) My, , em que ¢; € {1,2,3,4} e s > 2, entdo M ¢é um
A; n(A)-mo6dulo que néao é simples.

Na Secdo 4.3, provamos que se M é um A, ,(A)-moédulo tal que
Mlwp,, ~ &5\ My, DS} My, , em que 1; € {1,2,3,4},1 < )y <
n—1er,s>1, entao M éum A, ,(A)-modulo que nao é simples.

Na Segéo 4.4, estudamos os A; ,(A)-modulos M tais que M |gp,, ~

;leplj, em que 1 <[; <n—1er > 2 Mais precisamente, analisa-

m

mos 0s A; »(A)-modulos M divididos nos seguintes casos:
: ~ i _ .
(i) Mk, = @h_1M,, e w2t =1 para todo 1 < k < r;

(ii) Mlkp,, ~ ®p_1 M,

o, el =5, para todo 1 <k <r;

(iii) Mkp,, ~ ©p_1 My, @@ilep%, em que 1,5 > 1 e w?s =1,
para todo 1 < k < r;

(iv) Mlkp,, =~ @glepzj @@2:1Mmk, em que r,s > 1, [w%‘i *1le
lj # 5] e W2k =1 ou I, = 5], para quaisquer 1 < j < re
1<k<s;

(V) Mlp,, = ®5_ M, e w2k £ 1 e I, # 2], para todo 1 < k < r.

Mostramos que nao existem A;,(A)-médulos simples satisfazendo
as condigoes dos itens (i), (iii) e (iv). No caso (ii), mostramos que nao
existem A; ,(A\)-modulos simples para r > 5.

Resolvemos o caso (v) para r = 2, r = 3 er > 4. Parar = 2,
encontramos as restrigoes necessarias para M ser simples. Para r = 3,
mostramos que nao existe um A; ,(A)-modulo nestas condigdes. Para
r = 4 nao foi possivel resolvermos. Para r > 4, mostramos que se
existir um A; ,(A)-modulo, entdo o mesmo nao é simples.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, com o objetivo de deixar o trabalho o mais auto-
contido possivel, escrevemos conceitos conhecidos que sao necessarios
posteriormente.

1.1 Algebras de Hopf pontuadas

As algebras de Hopf pontuadas sao usadas no decorrer de todo o
trabalho. Por este motivo, de acordo com as referéncias [19], [9] e [26],
iniciamos relembrando este conceito e alguns resultados relacionados.
Assumimos conhecidos ao leitor os conceitos de coalgebras e bidlgebras.

Para o que segue, consideramos k um corpo e (C,A,¢) uma k-
coalgebra. Usando a notagao de Sweedler e omitindo o somatorio, es-
crevemos A(c) = ¢; ® co, para todo ¢ € C.

Definigao 1.1.1 Um elemento ¢ € C tal que A(c) = ¢ ® ¢ € chamado

elemento grouplike. O conjunto de todos os elementos grouplikes de C'
é denotado por G(C).

Definicao 1.1.2 Um elemento x € C tal que A(x) = Qg+ hQ z,
em que g,h € G(H), é chamado (g, h)-primitivo ou skew-primitivo.

Se C' é uma bidlgebra entdo A é um morfismo de algebras e con-
sequentemente 1 € G(C). Os elementos (1, 1)-primitivos sdo denomi-
nados primitivos e o conjunto de todos os elementos primitivos de C' é
denotado por P(C).

Definicao 1.1.3 O coradical de C, denotado por Cy, € a soma de
todas as subcodlgebras simples de C.
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Definigao 1.1.4 Dizemos que C € uma codlgebra pontuada se toda
subcodlgebra simples de C' possui dimensdo 1.

No proximo lema sao caracterizadas as subcoélgebras de dimensao 1
de uma coalgebra. Este resultado, além de ser utilizado na Proposigao
1.1.6, também é importante na Subsegao 1.3.4.

Lema 1.1.5 ([9], Proposition 5.5.1, (i),(ii)) Seja C' uma k-codlgebra.
Entao sao vdlidas as afirmagoes.

(i) Todo coideal & direita (4 esquerda) de C de dimensdo 1 € gerado por
elementos grouplikes.

(ii) Existe uma correspondéncia bijetora entre G(C) e o conjunto dos
morfismos de codlgebra de k para C'. Deste modo, toda subcodlgebra de
dimensao 1 de C' € da forma kg, para algum g € G(C).

Demonstragao: (ii) Se a: k — C' é um morfismo de coalgebras entao
g = a(l) € G(C). Além disso, se g € G(C) entdo a fungdo f : k — C,
tal que f(1) = g, ¢ um morfismo de coalgebras. ]

A proposigao a seguir oferece outra caracterizagao para as codlge-
bras pontuadas.

Proposicao 1.1.6 ([19], Section 5.1) C' € uma codlgebra pontuada se,
e somente se, o coradical Cy € codlgebra de grupo kG(C).

Demonstragao: Sejam C uma coalgebra pontuada e C’ uma subcoél-
gebra simples de C. Como C é pontuada, segue que C’ tem dimensao
1, e assim, pelo item (ii) do Lema 1.1.5, obtemos C’ = kg, para algum
g € G(C). Consequentemente, Cy C kG(C).

Por outro lado, dados ¢ € G(C) e k € k, temos que A(kg) =
kg ® g € kg ® kg. Logo, kg é uma subcoalgebra simples de C'. Deste
modo, kG(C) C C. |

Na sequéncia relembramos os conceitos de algebras de Hopf e alge-
bras de Hopf pontuadas.

Definigao 1.1.7 ([19], Definition 1.4.1) Sejam A uma dlgebra e C' uma
codlgebra. Entao Homy(C, A) é uma dlgebra com o produto de convo-
lugao (f * g)(c) = m(f ® g)(Ac), para quaisquer f,g € Homg(C, A) e
c € C. A unidade de Homy(C, A) é pe.

Definigao 1.1.8 ([19], Definition 1.5.1) Uma dlgebra de Hopf sobre k
€ uma bidlgebra H sobre k tal que a funcao identidade Iy possui uma
inversa S em rela¢do ao produto de convolugdo, denominada antipoda,
na dlgebra Endyg(H).
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Exemplo 1.1.9 ([19], Exemple 1.5.3) Se G € um grupo entao a dlgebra
de grupo kG é uma dlgebra de Hopf. De fato, basta definirmos S(g) =
g1, para todo g € G. Além disso, se H é uma dlgebra de Hopf entio
G(H) ¢ um grupo com o produto induzido por H.

Definigao 1.1.10 ([26], Definition 5.1.13) Uma bidlgebra pontuada é
uma bidlgebra tal que sua estrutura de codlgebra € pontuada.

Deste modo, uma algebra de Hopf pontuada é uma algebra de Hopf
tal que sua estrutura de coalgebra é pontuada. Se H é uma algebra de
Hopf pontuada entdo G(H) é um grupo e assim, Hy = kG(H) é uma
algebra de Hopf, veja o exemplo acima. Na literatura, as algebras de
Hopf pontuadas H tais que G(H) = G sado chamadas de algebras de
Hopf pontuadas sobre G.

Lembramos alguns fatos sobre espagos graduados que sao necessa-
rios neste e no proximo capitulo.

Definigao 1.1.11 Seja S um conjunto nao vazio. Um k-espag¢o ve-
torial V € S-graduado se V.= ®;esV(s), em que V(s) € k-subespago
vetorial de V', para cada s € S. Um subespago S-graduado de V é um
subespago W de V' tal que W = @4es(V(s) NW).

Definigao 1.1.12 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A € uma dl-
gebra graduada se A = &p>0A(n) € um k-espago vetorial graduado,
A(n)A(m) C A(n+m), para quaisquer n,m >0 e 1 € A(0).

Definigao 1.1.13 Seja C uma codlgebra. Dizemos que C € uma codl-
gebra graduada se C = &,>0C(n) é um k-espago vetorial graduado,
A(C(n)) C Y, C(n—1i)®C(i), para cadan > 0 e e(C(n)) =0, para
cada n # 0.

Um ideal & esquerda (respectivamente ideal & direita, ideal) gradu-
ado de uma algebra graduada é um ideal & esquerda (respectivamente
ideal a direita, ideal) que é k-subespago vetorial graduado.

Uma bialgebra (respectivamente algebra de Hopf ) graduada é um k-
espago vetorial graduado cuja graduacao o torna uma algebra graduada
e uma coalgebra graduada.

O lema a seguir é tutil no préximo capitulo.

Lema 1.1.14 ([26], Exercise 4.4.9 (a)) Sejam A = @®,>0A(n) uma
dlgebra graduada e V' um k-subespago vetorial graduado de A. Entao
I =<V >, oideal gerado por V, é um ideal graduado de A.

Demonstragao: Uma demonstracao detalhada pode ser encontrada
em (|23], Proposigao 1.13). [
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1.2 Representacoes de grupos e de algebras

1.2.1 Representacoes de grupos

Nessa subsecao, de acordo com as referéncias [8] e [11] relembramos
algumas definigoes e resultados que sao uteis para a proxima subsegao
e também para o Capitulo 2.

Consideramos G um grupo com notagao multiplicativa e denotamos
por GL(M) o grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis de
um k-espago vetorial M.

Definicao 1.2.1 ([11], pg. 59) Seja G um grupo. Uma representagao
de G é um par (M,T), em que M é um k-espago vetorial e T : G —
GL(M) é um homomorfismo de grupos.

E comum na literatura uma representacio ser simplesmente deno-
tada por T ou M, ao invés do par (M,T). Quando M é um k-espago
vetorial de dimensao finita dizemos que a representagao € finito dimen-
sional. Nesse caso, se dimgM = n entao dizemos que a representacao T’
tem grau ou dimensao n. Naturalmente que, neste caso, os operadores
T(g) : M — M, para todo g € G, podem ser representados por uma
matriz invertivel n X n em relacdo a uma dada base (8 fixada de M,
[T(g)]s, sendo esta sua representagio matricial. Todavia ao longo deste
trabalho, escreveremos simplesmente T'(g) para denotar sua respectiva
matriz em relagao a tal base § fixada de M, o contexto nao permitira
confusao quanto ao uso de tal notagao.

Para o que segue consideramos G um grupo finito e representagoes
finito dimensionais.

Definicao 1.2.2 ([8], (9.1) Definition) Sejam Ty : G — GL(M;) e
Ty : G — GL(Ms) duas representagoes de G. Dizemos que Ty e Ty
s@o representagoes equivalentes se existe um isomorfismo de espagos
vetoriais S : My — Ms tal que Tz(g)S = STi(g), para todo g € G.

Sejam G um grupo finito e T : G — GL(M) uma representagio de
G. Um G-subespago de M é um subespago vetorial N de M tal que
T(g)(N) C N, para todo g € G ([8], pg. 38). Assim, {0} e M sao
G-subespagos triviais de M.

Definigao 1.2.3 ([8], (10.2) Definition) Uma representagcio T : G —

GL(M) tal que M # 0 é denominada irredutivel se os unicos G-
subespagos de M sao {0} e M. Caso contrdrio, T € redutivel.
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Na sequéncia introduzimos uma das ferramentas mais importantes
no estudo de representagoes de um grupo.

Definicao 1.2.4 ([11], Section 4.2) Seja T : G — GL(M) uma repre-
sentagdo de dimensao finita de G. Entao o caracter de T € a fung¢ao
pr : G — k definida por ur(g) = tr(T(g)), em que tr € o trago de
T(9)-

Quando conveniente também denotamos o caracter por py; invés
de KT

Proposicao 1.2.5 ([11], Corollary 4.2.4) Seja k um corpo de caracte-
ristica zero. Entao qualquer representagao de G € totalmente determsi-
nada por seu caracter, ou seja, se up = pn entdo T : G — GL(M) e
F: G — GL(N) sao representacoes equivalentes.

O resultado a seguir é util para calcularmos um conjunto completo
de representagoes irredutiveis nao equivalentes de um especifico grupo
dihedral G, tal grupo é a mola mestra deste trabalho, abaixo especifi-
camos melhor tal G.

Proposicao 1.2.6 ([11], Corollary 4.2.2.) O numero de classes de iso-
morfismos de representacoes irredutiveis de um grupo G € igual o nu-
mero de classes de conjugagoes de G (se |G| # 0 em k).

Seja m um inteiro positivo, m > 3. Expressamos o grupo dihedral
de ordem 2m em termos de seus geradores e relacoes por

D, =<g,h:g>=1=h™gh=h"1g>.

Neste trabalho, m = 4t com ¢t > 3 e n = 7 = 2t e portanto,
m e m sao ambos pares, pois trabalharemos com as algebras de Hopf
pontuadas sobre kD, com m nessas condigoes. Tais édlgebras foram
totalmente classificadas em [12], onde o fato de m ser par é relevante.
A teoria de representacao de D, para m par, é diferente da teoria de
representagoes para m fmpar. Para o que segue, sugerimos [12].

E sabido da literatura que o dihedral D,,, explicitado acima possui
4 representagoes de dimensao 1 e n — 1 representagoes de dimensao 2.
Dessa maneira, os espacos vetoriais M em questao sao isomorfos a k,
no caso das representacoes de dimensdo 1 e isomorfos a k?, no caso das
de dimensao 2.

Denotamos por x;, j € {1,2,3,4}, as representagdes de dimenséao 1
de D,,, que sdo dadas na tabela abaixo. Uma referéncia é ([25], Section
5.3).
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Tabela 1.1: Representacoes de grau 1 de D,

1 h™ hb, 1<b<n-11 g | gh
x1 |1 1 1 1] 1
xe | 1 1 1 1] -1
xs | 1| (=)"=1 (—-1)® 1] -1
xa | 1] (D" =1 (—1)? 11

Seja w uma raiz m-ésima primitiva de 1. As representagoes de grau
2 de D, sao denotadas por p;, para cada 1 < [ < n — 1, e dadas
matricialmente por

pz(g)=<2 é) e pz(h)=<gl 3_1)

em relagao & uma base 3 = {vy,vs} fixada de k?. Para1 <[ <n—1,
a€{0,1} ebe{0,---,m — 1}, temos

a b a bl
aon (01 w0 {01 w0
pl(gh)*(1 0) (o wt ) 71 o0 0wt )
Observemos que as representagoes p; podem ser definidas para

qualquer 0 < I < m — 1. Todavia, sao consideradas apenas para
1 <1< n-—1, devido aos fatos seguintes.

(i) As representacoes pr € pn—k Sa0 equivalentes, para 1 < k < n —
1. De fato, denotando por pp € pm,m—x 0s caracteres de pr € Ppm—k,
respectivamente, temos

Nk(hb) =Wkl + = /‘m—k(hb)

1 (gh) = 0 = pm—r(gh®),

para todo b € {0,--- ,m — 1}. Assim, pela Proposigdo 1.2.5, p; € pm—k
sao equivalentes, para 1 < k <n — 1.

(ii) As representagoes p, € X3 x4 sdo equivalentes. De fato, denotando
por u, o caracter de p,, temos

pin () = W™ + W™ =2 = y3(h") + xa(h"), para b par,

pin(h?) = W™ + w™" = =2 = x3(h") + xa(h"), para b impar
fin(gh’) = 0 = x3(gh") + xa(gh®), 0<b<m-—1.
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(iii) As representagdes pg e x1 @ x2 s@o equivalentes. De fato, seja g
o caracter de pg entdo, para todo b € {0,--- ,;m — 1}, temos

po(h”) =w® + w0 =2 = x1 (h") + x2(h")

110(gh®) = 0 = x1(gh®) + x2(gh").

Antes de passarmos ao proximo resultado observamos que, para
todol1 <I<n-1,

pi(g)(vi) =v2 e pi(g)(v2) =1 (1.1)

e também que
pi(h)(v1) = wloy e pi(h)(ve) = w vy, (1.2)

Proposicao 1.2.7 As representacoes {x1,X2; X3, X4,0i,1 <1 < n —
1} formam um conjunto completo de representagoes irredutiveis e nao
equivalentes de D, .

Demonstragao: As representagées X1, X2, X3 € X4 sdo irredutiveis,
pois possuem dimensao um.

Seja 1 <[ < n —1. Mostremos que p; é irredutivel. Suponhamos
que p; seja redutivel, entdo existe um k-subespaco nao trivial U de k2
tal que p;(D,,)(U) C U. Claramente, o k-subespaco U possui dimensao
um e assim, existe u € U nao-nulo tal que U = ku.

Escrevemos u = av; + bve. Como p;(g)(u) € U, segue que existe
v € k tal que p;(g)(u) = yu e portanto, matricialmente temos

m@WU:<$é)(Z>:7(Z)

a .
> é o vetor coordenada de wu.

b
Calculos simples nos dao que @ = by e b = ay e assim, a(1—~2) = 0.
Portanto, @ = 0 ou ¥2 = 1. Se a = 0 entdo b = 0 e isso implica que
u = 0, absurdo. Logo, vy =1 ou —1.
Sey =1entdao a = becomo p;(h)(u) € U, segue que p;(h)(u) = v'u,
para algum 7/ € k. Matricialmente, temos

(1)-4(2)

29

em que [u]g =



l l

e isso implica que w' = w™!, ou seja, w? =1, o que é um absurdo, pois
2l < 2n = m e m é o menor inteiro positivo tal que w™ = 1.

Se v = —1entdo b = —a e como p;(h)(u) € U, segue que p;(h)(u) =
~"u, para algum v € k. De maneira inteiramente aniloga ao anterior,
chegaremos ao mesmo absurdo.

Portanto, {x1, X2, X3, X4, 01, 1 <1 <n—1} é um conjunto de repre-
sentagoes irredutiveis de D,,,. Mostremos que tais representagoes nao
sao duas a duas equivalentes.

Como as representagoes x;, 1 < j < 4 possuem dimensao um, as
mesmas nao sao equivalentes as representagoes p;, 1 <1 < n — 1, pois
estas ultimas possuem dimensao dois.

Sejam 1 < I3 < la < n — 1 e suponhamos, por absurdo, que p;,
e p1, sejam representagdes equivalentes. Entao existe um isomorfismo
de k-espacos vetoriais S : k? — k? tal que (Spi, (s))(v) = (p1,(5)9)(v),
para quaisquer s € G e v € k?. Em particular, para s = h e v = vy,
temos por um lado que

(Spu, (R))(v1) = S(pi, (B)(v1)) = S(w'vr) = W' S(va),

em que a segunda igualdade segue de (1.2).
Por outro lado, escrevendo S(v1) = avy + buy em fungdo da base g
de k?, temos que

(P, (h)S)(v1)

P (R)(S(v1))
pi, (h)(avy + bvz)

= a(pi,(R)(v1)) + b(p1, (h)(v2))
= awl2v1 + bw_l2’027

em que a ultima igualdade segue de (1.2). Mas
wllS(vl) = wll(avl +buy) = aw'?vy + bw 20,

e assim, a(wh —w'?) =0 e b(wh —w™2) = 0. Além disso, S(v1) # 0,
pois S é um isomorfismo e com isso, a # 0 ou b # 0. Se a = 0 entao
b # 0 e portanto, w' = w™!2 e isso implica que w2 =1, 0 que ¢
absurdo, pois I1 +1s < m e m é o menor inteiro positivo tal que w™ = 1.
Seb=0entdo a# 0 e wh = w!, um absurdo, pois 1 <1} <lp <n—1
e portanto, wh # W',

Finalmente, vejamos que as representacoes x1, X2, X3 € X4 Na0 Sao
duas a duas equivalentes.

Sejam k,t € {1,2,3,4}, k # t. Suponhamos, por absurdo, que X
e x¢ sejam representacgoes equivalentes. Entao existe um isomorfismo
de k-espagos vetoriais S : k — k com S(1) = «, para algum o # 0
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e (Sxu(s))(r) = (xt(s)S)(r), para quaisquer s € G e r € k. Em
particular, para r = 1, temos

(Sxr()(1) = Shx(s)(1))
= xx(s)(1)S(1
= xk(s)(Da
= axx(s)(1)

)

e também

(xe(s)9)(1) = xe(s)(S(1
= ( )xt(s)
= axi(s)(1)
Como « # 0, xx(s)(1) = x:(s)(1) e como {1} é uma base de k,
segue que xi(s) = xt(s), para todo s € G. Logo, xx = Xt, absurdo,
pois como k # t, xr # x¢. Concluimos que as representagdes x1, X2, X3

e x4 nao sao duas a duas equivalentes.
Sendo m par, a quantidade de classes de conjugacao de D,, é igual
a n + 3. Pela proposicao anterior, segue que que {x1, X2, X3, X4, 21, 1 <
I <n—1} é um conjunto completo de representagoes irredutiveis e nao
equivalentes de D, . [ |

)
(1)

A partir de duas representagoes podemos obter novas representa-
¢oes. A seguir, recordamos a soma direta e o produto tensorial de
representagoes, respectivamente.

Definicao 1.2.8 ([27], pg. 4) Sejam p : G — GL(V) eo : G —
GL(W) representagdes de G. Definimos a representag¢io soma direta
p®o:G—= GLVaW) por (p&o)(g)(v,w) = (p(g)(v),o(g)(w)), para
quaisquer g € G e (v,w) €V O W.

Definicao 1.2.9 ([27], pg. 4) Sejam p : G — GL(V) eo : G —
GL(W) representagoes de G. Definimos a representac¢ao produto ten-
sorial p&a : G — GL(V&W) por (p@a)(g)(v&w) = p(g)(v)@0(g)(w),
para quaisquer g € G ev@w eV W.

1.2.2 Representagoes de algebras

Nessa subsecao recordamos algumas defini¢oes e resultados princi-
pais tteis aos capitulos posteriores, utilizamos as bibliografias (8], [11]
e [22]. Embora trabalhemos com &lgebras finito dimensionais, alguns
dos resultados e defini¢oes apresentados valem independentemente da
dimensao, como por exemplo, a definicao de representagao de algebra.
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Definigao 1.2.10 ([11], Definition 2.3.1.) Seja A uma dlgebra sobre
um corpo k. Uma representacio de A é um par (M,T), em que M
é um k-espago vetorial e T : A — Endg(M) é um homomorfismo de
k-dlgebras.

Algumas vezes escrevemos apenas 1" ou M para nos referirmos a
uma representacao. A k-algebra Endg (M) é chamada algebra de endo-
morfismos do k-espago vetorial M cujo elemento unidade é a identidade
Iy;. Se a dimensao de M é finita, dizemos que a representacao ¢é finito
dimensional. Mais especificamente, se dimyM = n, a representacao
diz-se de grau ou dimensao n.

Proposicao 1.2.11 ([22], Se¢ao 1.3) Seja A uma k-dlgebra. Entao
as representacoes de A estao em correspondéncia biunivoca com os A-
mddulos & esquerda.

Demonstragao: Se T : A — Endg(M) é uma representacao de A,
entdo M ¢é um A-mo6dulo & esquerda com a agdo am := T'(a)(m), para
quaisquer a € Aem € M.

Reciprocamente, se M é um A-modulo & esquerda, entdo é facil ver
que M é um k-espago vetorial (pois A é uma k-algebra). Para cada a €
A, definimos T'(a)(m) := am, para todo m € M, decorrendo entao que
T & um morfismo de 4lgebras. Logo, o par (M, T) é uma representagao
de A. Notemos que se A é outra representagao associada a estrutura
de A-modulo de M, isto é, A(a)(m) = T(a)(m), para quaisquer a € A
em € M, entao T = )\ e temos uma bijegao. [

Em particular, fixada uma k-algebra A, as representacoes finito di-
mensionais de A estao em correspondéncia biunivoca com os A-moéddulos
a esquerda finito dimensionais.

Nesse trabalho, todos A-modulos séo considerados a esquerda, assim
a palavra esquerda seré omitida. A proxima defini¢cao sera muito usada,
uma vez que nossas representagoes sao todas finito dimensionais e por
isso caracterizadas por matrizes.

Definic¢ao 1.2.12 ([8], (10.17) Definition) Sejam T : A — Endg(M)
uma representacao finito dimensional de A de grau n, isto €, dimyM =
n e  uma base de M sobre k. Para cada a € A, seja T(a) € M, (k) a
matriz de T(a) em relagio & base 8. Entao T : A — M, (k), em que
a — T(a), é chamada representagao matricial de T (ou M ).

Dada uma representagao (M, T) de grau n e tendo em vista a defi-
ni¢ao acima, a agao dada na Proposicao 1.2.11 é representada matrici-
almente por [T'(a)(m)]g = [T'(a)]g[m]g, em que S é uma base de M e
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[m]g é o vetor coordenada de m em relacdo & base . Em muitos dos
calculos desse trabalho faremos uso desse fato, sem qualquer mengao
a0 mesmo.

Definigao 1.2.13 ([8], (10.12) Definition) Sejam T} : A — Endg(M;)
e Ty : A — Endy(Ms) duas representacoes de A. Dizemos que Ty e Ty
sGo representagoes equivalentes se existe um isomorfismo de espagos
vetoriais S : My — Ms tal que Tz(a)S = STi(a), para todo a € A.

De acordo com ([11], pg. 5), uma subrepresentagido de uma repre-
sentagdo T' de A, T': A — Endk(M), é um subespago vetorial N de M
tal que T(a)(N) C N, para todo a € A. Naturalmente que {0} e M
sao subrepresentacoes de A.

Uma representacgao de A, T : A — Endg(M), é irredutivel se nao
existe um subespago vetorial nao trivial N de M tal que T'(a)(N) C N,
para todo a € A. Caso contréario, é redutivel. Equivalentemente, uma
representacao de A é irredutivel se as unicas subrepresentacoes de A
sao {0} e M.

Para o que segue, sugerimos ([22], se¢bes 5.5 e 5.6), onde tanto a
algebra quanto as representacoes sao finito dimensionais. Dada uma
representagao 7', usamos a notacao My = M para denotarmos a es-
trutura de A-moédulo do espago vetorial M associado, cuja acao é dada
pela Proposicao 1.2.11. Lembramos que um A-modulo M é denomi-
nado simples se seus tnicos submodulos sao 0 e M.

Proposicao 1.2.14 Seja T : A — Endgx(M) uma representagio de A.
Entao Mt é um A-mddulo simples se, e somente se, a representacao
T € irredutivel.

Demonstragao: Suponhamos, por hipotese, que T seja irredutivel.
Seja N um A-submoédulo de M7 e como A é uma k-dlgebra, N torna-se
um k-espaco vetorial. Por outro lado, pela acao referida acima, restrita
a N, temos que T'(a)(N) = aN C N, para todo a € A. Assim, N =0
ou N = M(= Mry), pois T & irredutivel. Logo, M7 é um A-mo6dulo
simples.

Agora, mostremos que T ¢é irredutivel. Seja N um subespago veto-
rial de M tal que T(a)(N) C N, para todo a € A. Obviamente que N
é um A-modulo com a agdo, an = T'(a)(n) € N, para quaisquer a € A
en € N, que é a agao referida acima, restrita a N. Logo, N torna-se
um A-submoédulo de M e sendo esse simples, segue que N = 0 ou
N = Mr(= M). Portanto, T é irredutivel. |
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Proposicao 1.2.15 Sejam T : A — Endg(M) e F : A — Endg(M’)
representagées de uma dlgebra A. Os A-mddulos My e My sao iso-
morfos se, e somente se, T e F' sdao equivalentes.

Demonstragdo: Suponhamos que os A-médulos My e M} sejam iso-
morfos e consideremos S : My — M}, o tal isomorfismo de A-mo6dulos.
Temos que

S(T(a)(m)) = S(am) = aS(m) = F(a)(S(m)) = (F(a)S)(m),

para quaisquer a € A e m € M, ou seja, T e F sdo equivalentes.

Agora, suponhamos que T e F sejam equivalentes. Entao existe
um isomorfismo de k-espagos vetoriais S : M — M’ tal que ST(a) =
F(a)S, para todo a € A. Mostremos que S ¢ um morfismo de A-
modulos. Sejam a € A e m € M. Entao

S(am) = 5(T(a)(m)) = F(a)(S(m)) = aS(m).
Portanto, os A-moédulos Mt e M} sao isomorfos. ]

Definigao 1.2.16 Sejam A uma dlgebra e T : A — Endg(P),S: A —
Endg(N) duas representagoes de A. Entao T @ S : A — Endg(P® N),
em que

(T'@ 5)(a)(p,n) = (T(a)(p), T(a)(n)),

para quaisquer a € A,p € P en € N, € uma representacao de A,
denominada soma direta.

Defini¢ao 1.2.17 Sejam A wuma bidlgebra e T : A — Endg(P),S :
A — Endg(N) duas representagoes de A. Entido T®S : A — Endg(P®y
N), em que

(T'@ S5)(a)(p@n) = T(a1)(p) © S(az)(n),

onde A(a) = a1 ® as, € uma representacao de A, denominada produto
tensorial.

Proposicao 1.2.18 Sejam A uma bidlgebra, T : A — Endg(P), S :
A — Endg(N) duas representagoes de A. Entao My @ Mg = Mrgs e
Mp & Mg = Mpgs como A-mddulos.

Demonstracao: Notemos que My ® Mg = P® N = Mpgs, como
k-espagos vetoriais.
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Sejam a € A,p € Pen € N. Como A é uma bidlgebra e My, Mg
sao A-modulos com as agoes definidas pelas representagoes T e S, res-
pectivamente, temos que a estrutura de A-moédulo de My ® Mg é

a)(p@n) = a1p®asn
= T(a1)(p) ® S(az)(n).

Por outro lado, a estrutura de A-mé6dulo de Mrggs é

a-(pen) = (T'e®S)(a)(p@n)
= T(a1)(p) ® S(az)(n),
em que a ultima igualdade segue pela defini¢ao anterior. Portanto,
Mp ®@ Mg = Mpgs como A-modulos.
Analogamente, como k-espagos vetoriais, M & Mg = P® N =
Mrgs. A agao de A em My & Mg é definida por

a-(p,n) = (ap,an) = (T(a)(p), T(a)(n)).
A agdo de A em Mrgs = P @® N é dada da seguinte forma
a-(p,n) = (T & S)(a)(p,n) = (T'(a)(p), T(a)(n)).
Portanto, os A-médulos Mr & Mg e Mrgs sao iguais. [ ]

Voltamos nossa atencao para as relagoes entre as representagoes
das &lgebras de grupo kG e as representagoes do grupo finito G que
possuem relevancia no Capitulo 4.

Proposicao 1.2.19 ([8], pg. 45) Existe uma bije¢io entre as repre-
sentacgoes de um grupo finito G e da dlgebra de grupo kG.

Demonstragao: SeT : G — GL(M) é uma representacdo de G entéo é
possivel estender T para uma representagao de kG, T : kG — Endy (M),
definindo T'(3>" kyg) = > k,T'(g).

Além disso, T estende-se de maneira tnica a T. De fato, supo-
nhamos uma representacao p : kG — Endg(M) que seja uma outra
extensdo de T, ou seja, p|¢ = T. Entéo

T(Y kgg) =Y kgT(9) = kgpla(g) = p(>_ kq9)-

Portanto, T' = p.
Seja agora F' : kG — Endg(M) uma representagao de kG. Conside-
ramos a restricdo F' = F|g. Notemos que F(g) € GL(M), pois

F(9)F(g~')=F(9)F(9~") = F(99~") = F(lg) = Iu.
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Analogamente, F(g~')F(g) = In;. Logo, F(g) é invertivel para
cada g € G, ou seja, I’ € uma representagao de G. [

O préximo resultado segue do fato de que os kG-submodulos de M
sdo precisamente os G-subespagos de M, veja ([8], pg. 48).

Proposicao 1.2.20 Se T : G — GL(M) € uma representacdo irredu-
tivel de G entdo T € uma representacdo irredutivel de kG. Ainda, se F
¢ uma representagdo irredutivel de kG entio F|g é uma representacdo
irredutivel de G.

Lema 1.2.21 Sejam A uma dlgebra e B C A uma subdlgebra. Sejam
p: B — Endg(M) e 7 : B — Endg(N) representagoes irredutiveis e
nao equivalentes de B tais que seja possivel estendé-las para represen-
tagoes p: A — Endg(M) e 7 : A — Endg(N) de A. Entao p e T sdo
representagoes irredutiveis e nao equivalentes de A.

Demonstragao: Suponhamos que p nao seja irredutivel. Entao existe
um k-subespago vetorial nao trivial M’ de M tal que p(a)(M') C M’,
para todo a € A. Em particular, p(b)(M') = p(b)(M’) C M’, para todo
b € B. Isto contradiz o fato de p ser irredutivel. Logo, p é irredutivel.
A mesma anélise vale para 7.

Suponhamos que 5 : A — Endgy(M) e 7 : A — Endg(N) sejam
equivalentes. Entao existe um isomorfismo de k-espagos vetoriais S :
M — N tal que S(p(a)(m)) = 7(a)(S(m)), para quaisquer a € A e
m € M e, em particular, para todo b € B, S(p(b)(m)) = 7(b)(S(m)).
Consequentemente, S(p(b)(m)) = 7(b)(S(m)), para quaisquer b € B e
m € M. Isso nos diz que p e T sao representagoes equivalentes de B, o
que é absurdo. Portanto, p e T sao representagdes nao equivalentes. m

Observagao 1.2.22 Sabemos que {x1, x2,X3, X4, 01,1 <1 <n—1}¢é
um conjunto completo de representacoes irredutiveis de D, .

Pela Proposigao 1.2.19, x; (j = 1,2,3,4) e pp (1 <1 < n—1)
estendem-se de modo tnico, respectivamente, para x;’ (7 =1,2,3,4) e
para p;’ (1 <1<mn—1). Além disso, pela proposi¢ao acima as mesmas
sao todas irredutiveis e nao equivalentes entre si. Logo,

{X117X2/u X3/7 X4/>Pl/71 < l <n-— 1}

é um conjunto completo de representagoes irredutiveis de kD,,.

No decorrer do trabalho as representacoes irredutiveis de kID,,, serao
denotadas pelo conjunto S = {x1, x2, X3, X4, 01,1 <1 < n—1}. Para
fixarmos notagao

S = {MX17MX27MX3’MX4’M

1 <l<n—1},
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é o conjunto de todos os kD,,-mo6dulos simples nao isomorfos finito
dimensionais associados as representagoes irredutiveis, nao equivalentes
e finito dimensionais de kID,,, ditas acima.

Observagao 1.2.23 Se M e N sao espacos vetoriais isomorfos, as k-

algebras Endg (M) L Endg(N) sao isomorfas. Portanto, se (M,T) é
uma representagao da k-algebra A, entdo (N, fT) é uma representacao
de A. O caso particular em que dimgM = n = dimyN, nos da os
isomorfismos de k-algebras Endy (M) ~ M,, (k) ~ Endg(N).

Tal fato aplica-se em particular para as representagoes irredutiveis
Xjs J € {1,2,3,4}, de kD,, de dimensao 1. Temos que M, ~ k como
espagos vetoriais. Dai, as dlgebras Endy (M, ;) e Endy (k) sao isomorfas.
E sabido, além disso, que Endy (k) e k também sdo algebras isomorfas.

Tendo isso em mente, as representagoes x; de kD, serdo escritas
como Y; : kD, — k e nao faremos nenhuma mengao quanto a isso.

O mesmo comentario para as representacoes irredutiveis p; de kD,,
de dimensao 2, para todo 1 <[ <n — 1. Os kD,,-médulos irredutiveis
M,, sdo isomorfos a k2 como espacos vetoriais e como tal, no tltimo
capitulo, a base 8 = {v1,v2} € usada como base dos M, s, para todo
1 <1<n-—1. A diferenca entre os M,;ls é dada pela agao descrita na
igualdade (1.2).

E possivel definir o caracter para algebras.

Definicao 1.2.24 ([11], Section 3.6) Sejam A uma k-dlgebra e T :
A — Endg(V) uma representagao de dimensao finita de A. Entdo o
caracter de T € a funcdo linear up : A — k definida por ur(a) =

tr(T(a)).

O caracter de um A-modulo M, denotado por s, é o caracter da
representacdo T : A — Endg (M), em que T' é representagao associada a
M, como explicado na Proposicao 1.2.11. O teorema a seguir também
pode ser traduzido em termos de representagdes de A. Lembremos
que um A-moédulo é denominado semissimples se é uma soma direta de
modulos simples ([22], Section 2.3).

Teorema 1.2.25 ([15], Theorem (7.19)) Sejam k um corpo de caracte-
ristica 0 e A uma k-dlgebra. Se M e M’ sao A-mdédulos finito dimensi-
onais e semissimples tais que pyr = pp entao M e M' sao A-mddulos
isomorfos.

Para a proxima definigao seja L uma extensao do corpo k, A uma
k-algebra e ¥V um A-modulo finito dimensional. Denotamos por AX a
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L-algebra A ® L e por VI o AF-médulo V ® L. Para mais detalhes,
veja ([8], Section 29).

Definicao 1.2.26 ([8], Definition (29.12)) Sejam A uma k-dlgebra e
V um A-mddulo simples finito dimensional. Chamamos V de absolu-

tamente simples se VI é um AV -médulo simples para cada extensio L
de k.

Teorema 1.2.27 ([8], Corollary (29.15)) Sejam V um A-mddulo sim-
ples, em que A € uma k-dlgebra e L o fecho algébrico de k. Se V¥ é
simples entao V' € absolutamente simples. Em particular, para dlgebras
sobre corpos algebricamente fechados, todo mddulo simples € absoluta-
mente simples.

Teorema 1.2.28 ([15], Theorem (7.20)) Sejam M e M’ mddulos sobre
uma k-dlgebra A, com M absolutamente simples sobre A. Suponhamos
que dimgM = dimyM' ou M’ é simples. Entdo up = pne Se, €
somente se, M ~ M’.

Finalizamos essa subsecao com trés resultados que serao tteis mais
adiante. O primeiro no Capitulo 3 e os demais no Capitulo 4.

Proposicao 1.2.29 ([15], Proposition (4.6)) Seja A um anel. Entao
A

e ——— possuem 0s mesmos mddulos simples a esquerda.

rad(A)
Proposicao 1.2.30 (|22], Section 2.5, Lemma a) Sejam A uma dlgebra
e {N;}ier uma familia de A-mddulos simples. Entdo todo submddulo
de M = @®;c;N; € isomorfo a um mddulo da forma ®;c;N;, em que
JCI.

Proposicao 1.2.31 ([11], Theorem 4.1.1 (i) - Maschke) Sejam G um
grupo finito e k um corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de G.
Entao a dlgebra kG é semissimples.
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1.3 Anéis de Grothendieck

Iniciamos esta secao escrevendo algumas nogoes sobre categorias que
sa0 necessarias para a definigao de grupo e de anel de Grothendieck na
Subsegao 1.3.2. Na sequéncia, calculamos o anel de Grothendieck da
categoria xp,, m, em que m = 2n. Este exemplo é utilizado no Capitulo
3, para caracterizar outros anéis de Grothendieck. Finalizamos a se¢ao
calculando o anel de Grothendieck da categoria m, em que H é uma
algebra de Hopf pontuada finito dimensional.

1.3.1 Nogoes basicas de categorias monoidais e lo-
calmente finitas

Consideramos conhecidos os conceitos bésicos de categoria abeli-
ana, categoria k-linear, categoria monoidal e rigida, de acordo com as
referéncias [10] e [18], assim como, os conceitos de sequéncias exatas e
funtores exatos. No entanto, o produto tensorial da categoria monoidal
é essencial para descrevermos o produto no anel de Grothendieck e,
por este motivo, iniciamos relembramos a definicao de uma categoria
monoidal.

Defini¢ao 1.3.1 Uma categoria monoidal é uma cole¢io (C,®,1,a,
l,r), em que C € uma categoria, ® : € x C — C € um bifuntor, denomi-
nado produto tensorial, 1 € um objeto em C, a,l e r sao isomorfismos
naturais entre os funtores ((—®—)®—) e (—(-®-)), 18— ele, —®1
e Ie, respectivamente, tais que, para quaisquer objetos X, Y, Z, W € C,
valem os axiomas do pentdgono e do tridngulo, ou seja

axy,zewoxey.zw = (Ix @ ayzw)axyvezw(oxyz ® Iw)

(Ix ®ly)axiy =rx @ Iy.
Exemplo 1.3.2 ([18], Ejemplo 3.1.1 (5)) Se H é uma bialgebra sobre
um corpo k entao a categoria ym, dos H-modulos & esquerda finito
dimensionais, ¢ monoidal. O produto tensorial é o produto tensorial
sobre o corpo k. Se VW € gm entao a agao em V ® W é definida por
h(v ® w) = h1v ® how,

para quaisquer h € Hiv eV ew € W.
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De modo similar, a categoria my, dos H-modulos & direita finito
dimensionais, é monoidal. Se VW € my entdo a acdo em V @ W é
definida como segue.

(v @ w)h = vhy ® wha,
para quaisquer h € HveVewe W.

No exemplo a seguir e no decorrer do texto, usamos a notagao de
Sweedler para comodulos, isto &, se (V, p) é um C-comodulo a esquerda
entdo denotamos p(v) = v(_1) ® v(g), para qualquer v € V. Se (V,p)
¢ um C-comoédulo a direita entao denotamos p(v) = v(g) ® v(1), para
qualquer v € V.

Exemplo 1.3.3 (|26], Chapter 11) Se H é uma bialgebra sobre um
corpo k entdo a categoria “m, dos H-comédulos & esquerda finito di-
mensionais, ¢ monoidal. O produto tensorial é o produto tensorial sobre
o corpo k. Se V, W € f'm entdo a coacdo em V @ W ¢ definida por

plv® w) = v1yw(-1) @ v(0) ® W),

para quaisquer v € Ve w € W.

De modo similar, a categoria m’,| dos H-comédulos a direita finito
dimensionais, ¢ monoidal. Se V,W € m* entdo a coacio em V @ W é
definida por

plv @ w) = v(0) @ wo) @ V)W),

para quaisquer v € V e w € W.

Exemplo 1.3.4 Por ([10], Corollary 5.3.7), se H é uma algebra de
Hopf com antipoda bijetora entdo a categoria gm é rigida. O mesmo
para a categoria mZ. Por (|26], Corollary 7.6.4), as algebras de Hopf
pontuadas possuem antipoda bijetora. Portanto, se H é uma algebra
de Hopf pontuada entdo as categorias ym e m* sio rigidas.

As definigoes e resultados a seguir caracterizam as categorias ne-
cessarias para a definicao de um grupo de Grothendieck, na préxima
subsegao.

Definigao 1.3.5 ([10], Definition 1.5.1) Seja € uma categoria abeliana.
Um objeto X em C € simples se é diferente de zero e, além disso, 0 e
X sao seus unicos subobjetos. Um objeto X em € € semissimples se
€ uma soma direta de objetos simples. A categoria C € uma categoria
semissimples se todo objeto de C € semissimples.
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Definigao 1.3.6 ([10], Definition 1.5.3) Sejam C uma categoria abeli-
ana e X um objeto de C. Dizemos que X tem comprimento finito se
existe uma filtracdo

O:Xnglgan—ngn:X

%

tal que , denominado fator de composicdo, € um objeto simples

i—1
para todo i. FEssa filtragdo € denominada série de Jordan-Hdélder. Di-
zemos que uma sé€rie de Jordan-Hélder contém um objeto simples Y

é

com multiplicidade m, se a quantidade de valores i tais que

i—1
isomorfo a Y € igual a m. Denotamos por [X : Y] a multiplicidade de
Y na série de Jordan-Hélder de X .

Teorema 1.3.7 ([10], Theorem 1.5.4) Seja C uma categoria abeliana.
Seja X em C um objeto com comprimento finito. Entao qualquer filtra-
¢ao de X pode ser estendida a uma série de Jordan-Holder e quaisquer
duas séries de Jordan-Holder de X contém os mesmos fatores de com-
posi¢ao e com a mesma multiplicidade.

Devido o teorema anterior, podemos definir o comprimento de uma
série de Jordan-Holder.

Definicao 1.3.8 ([10], Definition 1.5.5) O comprimento de um objeto
X € o comprimento da sua série de Jordan-Hélder (se ela existir).

Definic¢ao 1.3.9 ([10], Definition 1.8.1) Uma categoria abeliana e k-
linear C € dita localmente finita se

(i) O k-espago vetorial Home(X,Y') possui dimensao finita, para quais-
quer dois objetos X, Y em C.

(ii) Todo objeto em C possui comprimento finito.

Exemplo 1.3.10 ([10], pg. 10) Seja A uma algebra sobre um corpo k.
A categoria 4m é localmente finita.

Exemplo 1.3.11 ([10], Proposition 1.9.5) Seja C uma coalgebra sobre
um corpo k. A categoria m® é localmente finita.

1.3.2 Anéis de Grothendieck

Nesta subsecao, apresentamos a definicdo de grupo de Grothendi-
eck para uma categoria abeliana k-linear cujos objetos possuam com-
primento finito. A menos que se diga o contrario, é considerado uma
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categoria com estas caracteristicas. Adicionalmente, em categorias que
também forem monoidais e rigidas, por meio do produto tensorial,
é possivel definir um produto associativo no grupo de Grothendieck,
tornando-o um anel.

Para o que segue, sugerimos a referéncia [10]. Consideramos {S;}icr
um conjunto de representantes das classes de objetos simples em C.

Definigao 1.3.12 (/10], Definition 1.5.8) O grupo de Grothendieck de
C, denotado por G(C), é o grupo abeliano livre gerado pelas classes de
isomorfismos [S;] de objetos simples em C. Para cada objeto X em C
associamos [X| € §(C) dada pela formula

[X] =[x - Sillsi],

%

em que [X : S;] é a multiplicidade de S; na série de Jordan-Holder de
X.

Observagao 1.3.13 Sejam X,Y objetos simples em C tais que [X] =
[Sk] e [Y] = [S,] para alguns k,j € I, isto ¢ X ~ S e Y ~ S;. Entéo
X@Y ~ S, @ S, eportanto [X @Y : S;] =[Sy @S, : ], para cada
i € I, pois uma série de Jordan-Hélder de X € Y induz uma série de
Jordan-Holder de Sy @ S;, devido o isomorfismo. Consequentemente,
[X@Y] = [Sk®S;]. Por outro lado, os fatores de composicao de Si, ®.S;
sao S e S e os fatores de composicdo de X @Y sao X e Y. Deste
modo,
X+ [Y]=[XaY]=[S:®S;] =[Sk +[5]

Portanto, a soma definida acima estd bem definida. Isso finaliza a
observagao.

A proposigao a seguir esclarece como elementos quaisquer do grupo
de Grothendieck se relacionam. Iniciamos enunciando um lema, cuja
demonstracao detalhada pode ser encontrada em ([24], Proposi¢ao
1.3.11).

Lema 1.3.14 Se0 - X — Y — Z — 0 € uma sequéncia exata curta
em uma categoria localmente finita entao os fatores de composicdo de
Y sao exatamente os fatores de composicio de X e de Z, a menos de
isomorfismo.

Proposigao 1.3.15 Se 0 - X — Y — Z — 0 € uma sequéncia exata
curta em C entio [Y] = [X] + [Z] em §(C).
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Demonstragao: Sejam [X]| =) .[X : S;][Si] e [Z] = > ,[Z : Sk][Sk].
Pelo Lema 1.3.14, segue que

V=D _1X SIS+ 312 Si[Sk] = [X] + [2].
i k
Corolario 1.3.16 Sejam X,Y € C. Entio (X Y] = [X] +[Y] em
g(©).

Demonstragao: Lembramos que 0 - X - X ®Y — Y — 0 é uma
sequéncia exata curta em C e assim, pela proposi¢ao anterior, segue que
(X @Y]=[X]+[Y] em G(C). [

Corolario 1.3.17 Sejam X,Y € C tais que X ~ Y. Entdio [X] = [Y]
em G(C).

Demonstracgao: A sequéncia 0 - X — Y — 0 — 0 é exata curta em
C, logo [Y] = [X] em G(C). |

Adicionalmente, se € for uma categoria monoidal entdo é possivel
dar uma estrutura de anel & §(C).

Teorema 1.3.18 Seja C uma categoria abeliana, k-linear, monoidal e
rigida tal que todo objeto tem comprimento finito. Entao a relagao

[Si][S,] = [Si @ Sj] =D _[(Si ® ;) : Skl[Sul, i, 5 €T,

kel
define uma multiplicagao associativa em G(@).

Observagao 1.3.19 No teorema acima a igualdade

[Si ® 85] =Y _[(Si ® 8;) = Sil[Selsi i € 1,

kel

é relevante, pois o produto deve continuar compativel com a Defini¢ao
1.3.12.

Demonstragao: Mostremos que o produto esta bem definido. Sejam
X,Y € C objetos simples tais que X ~ S; e Y ~ 5}, para algum ¢ € I
e algum j € I. Entao as sequéncias

0=-0—=-8—-X—-0, 0=-5,—=-Y—=0—=0
sao exatas curtas em C. Isto implica que as sequéncias

0-0—=2505—=-X®S5 =0
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0-X®S;-X®Y —=>0—-0

sao exatas, pois estamos supondo € uma categoria rigida e neste caso
o produto tensorial ¢ biexato ([18], Observacion 3.4.5). Consequente-
mente, pela Proposicao 1.3.15,

[S;® S;] =[X®Y].

Agora, mostremos que o produto é associativo.

Sejam 4,j,p € I. Como o funtor _ ® S, é exato, os fatores de
composicao de (S; ® S;) ® S, sdo os fatores de composigao de S ® Sp,
em que Sj, é fator de composicao de S; ® S;. Assim, para cada ! € I,

[(S:®8;) @8, : 5] = [Si®8;: Sk[Sk @S, : ] (1.3)
kel
Analogamente, o funtor S; ® _ é exato e os fatores de composicao

de S; ® (S; ® Sp) s@o os fatores de composicao de S; ® Sy, em que S,
¢ fator de composicao de S; ® Sp. Assim, para cada [ € I,

[Si @ (S; @ 8p) : Si] = [S;®Sp: 5,][8i ® S, : S (1.4)
rel
O produto tensorial é associativo, ou seja, (S;®S5;)®S, ~ S;®(S;®
Sp). Logo, paracadal € I, [(S; ®5;)® S, : 5] =15 ®(S;®@5p) : Si].
Deste modo, para quaisquer i, j,p € I, temos

([SillSiDISs] = 2perlSi ® S; 1 Sk][Sk][Sp]
= D kierlSi ® S Sk][Sk ® Sy Si][S1]
E oy alSi®8)©S, : Ss)
= D kierlSi @ (S5 © 5p) : Sif[S1]
(1.9) :

= Zk,lel Sj & Sp : Sr][.% ® S, : Sl][Sl]
=[S X k1er[55 ® Sp 2 Sp][S)]
= [SJ([S5][Sp))-

Na sequéncia calculamos dois exemplos de anéis de Grothendieck.
Um deles é o anel de Grothendieck da categoria de representagoes da
algebra de grupo kD,,, em que m é par. O outro é o anel de Grothen-
dieck da categoria dos comoédulos finito dimensionais de uma &lgebra
de Hopf pontuada finito dimensional.
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1.3.3 Anel de Grothendieck de yp, m

Nesta subsegao, calculamos o anel de Grothendieck da categoria
kD, M, em que m = 2n. Optamos em calcular apenas o caso em que m
é par, pois o utilizamos para caracterizar outros anéis de Grothendieck
no Capitulo 3, onde as algebras consideradas sdo &lgebras de Hopf
pontuadas sobre kID,,, com m par, mais especificamente, m = 4t,t > 3.
A restricao de que m seja um namero par é relevante, pois para m
impar, a teoria de representagoes para kD,,, apesar de bem conhecida
na literatura, é diferente. Veja, por exemplo, ([25], Section 5.3).

Pelo Exemplo 1.3.10, xp, m é localmente finita e assim, pela de-
finigao 1.3.12, G(kp,,m) é o Z-modulo livre gerado pelo conjunto das
classes de isomorfismos de objetos simples. Observamos que em gp,, m
os objetos simples sao os kD,,-mo6dulos simples.

A Observagao 1.2.22 nos diz que

S = {MX17MX2’MX3aMX47Mp”1 S l S n— 1}

é o conjunto de todos os kID-mo6dulos simples nao isomorfos finito di-
mensionais. Ent&o, §(xp,, m) é o Z-mo6dulo livre gerado pelo conjunto

T = {[MX1]’ [MX2]7 [MX3]7 [MX4]7 [MPLL 1 S l S n— 1}

Pelos Exemplos 1.3.2 e 1.3.4, yxp,,m ¢ uma categoria monoidal e
rigida, respectivamente. Logo, §(kp,,m) é um anel com o produto defi-
nido como no Teorema 1.3.18, ou seja,

[MM] [M'r] = [Mu ® MT] = [MI—L®T}7

em que M,, M, € 8. A seguir, calculamos as regras de fusao deste
anel de Grothendieck. Para uma apresentacao mais clara e efetiva dos
resultados, fixamos a seguinte nota¢do. Aqui é bom ter em mente a
Tabela 1.1.

X0,0 *= X1 X1,0 *= X2, X0,1 ‘= X3, X1,1 ‘= X4-
Deste modo,
Xe5(97R%) = (=1)* (=1,
em que £,0,a € {0,1} e b € {0,1,--- ;m — 1}. Lembramos que duas
representacoes p, T sao equivalentes se existem bases o e 3 de M, e de
M., respectivamente, nas quais [p(t)]o = [T(t)]g, para todo t € kD,,.

Proposigao 1.3.20 Valem as seguintes regras de fusao no conjunto
S = {X1?X2ax3ax47pla 1 < l <n-— 1}
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Se ¢,6,8,0 € {0,1} = Za entdo
Xe,6 @ Xe 5 ™~ Xeqz,643
Sel,te{l,---,n—1} entao
p1r® X0,0 = pL = Pr & X1,0

Pl X0,1 = Pl = pr D X1,1,

Pyt @ pi—t, LF#tel+tF#n,
X0,1DX1,1 D pi—t, | Ftel+t=mn,
P20 D x00 D X1,0, | =1t e2F#n,

X0,1 ® x1,1 € X0,0 D X1,0, [ =1t €2l =n.

L& pr =

Demonstragao: Sejam ¢,6,%,0,a € {0,1} e b € {0,1,--- ,n}. Consi-
deramos x. s ® Xz 3 : KDy, — Endg(k ® k) e notemos que

(Xes @ X=5)(9"R0)(r @ s) = Xes(g°h")(r) @ xz5(9°h")(s)
1

= (=D*(=D"re (=1)*(-1)"s
— ( )a(s+s)( )b(5+57"®8

= Xeys, 6+6(g hb )( ®S)
para quaisquer 7, s € k. Logo, x¢,s ® Xz5 ™ Xeiz.645-
Seja I € {1,--- ,n — 1}. Lembramos que o caracter de p; satisfaz
for (h?) = w! +w™' e p,, (gh’) = 0. Consideremos a representacio

o1 @ X10 : kD, — End (k* @ k).

Seja B = {v1, v2} uma base de k> = M,,, como na Subsegao 1.2.1, entdo
0={v1 ® 1,03 ® 1} é uma base de k> @ k e

el = (5 ),

[(p1 ® x1,0)(gh®)], = ( —SJ”’ %L())ilb > .

As igualdades anteriores seguem de:

(Pt ® x1,0)(h") (01 ® 1) = py(h”)(v1) ® x1,0(h")(1)
= w0 @ (-1)°(=1)° = w(v; ® 1),
(P ® x1,0)(A") (02 @ 1) = py(A")(v2) ® x1,0(h")(1)
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=w Py 1),
(o1 ® X1,0)(gh") (01 ® 1) = pu(gh®)(v1) @ x1,0(9")(1)
=Wy @ (=1)1(~1)° = —w (v, ® 1),
(1 ® x1,0)(9h") (v2 @ 1) = pi(gh®) (v2) ® x1,0(9h") (1)
=—w v ®1).
Assim, usando os caracteres, fip,gy, o(h?) = W +w ™ = p, (h’) e
Por@xi.0(gh’) = 0 = p,, (gh®). Portanto, pelo Teorema 1.2.25, p; @

X1,0 = p;. De forma analoga, temos p; ® xo0,0 = pi-
Consideramos p; ® xo,1. Notemos que

(o1 ® x0,1) (") (01 @ 1) = pi(h)(v1) @ x0,1(R)(1)
_ Wlb,U1 ® (_1)0(_1)1) _ wlb+nb(’l)1 ® 1)7
(o1 ® x0,1) (") (v2 @ 1) = pi(h")(v2) ® x0,1(A)(1)
_ w—lbv2 ® (_ )O(—l)b — —lb—&-nb(v2 ® 1),
(pr ® x01)(gh") (v ®1) = pz(ghb)(vl) ® x0.1(gh")(1)
=W @ (=1)°(=1)" = """ (v ® 1),
(1 x0,1)(gh") (v2 @ 1) = pz(ghb)(vz) ® xo,1(gh")(1)
'Ul ® (_1) (_1)b = w lb-&-nb(,u1 ® 1)’

wlernb 0
0 wnbflb )

0 wflernb
(oo @l = oten < ).

assim

[(p1 ® x0,1)(h")],

Usando os caracteres,

sz®><o,1(hb) = lbonb o ynb=tb _ ()b 4 (n=Db

= w (Tt (b — (R,
Lip@xoq (9h°) = 0= p, _, (gh'),

entdo, pelo Teorema 1.2.25, p; ® x0,1 = pn—;. De forma analoga, p,_; =~
PL O X1,1-

Sejam [,t € {1,---,n — 1}. Consideramos p; ® p; : kD,, —
Endy (k% ® k?) e fixamos a = {v; ® v1,v1 ® vg,v3 ® v1,02 ® v3} uma
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base de k? ® k2. Entdo, fazendo um célculo direto, obtemos

w(tb 0 0 0

0 wt=tb 0 0

[(p ® Pt)(hb)}a = 0 0 (=)D 0
0 0 0 w e

€

0 0 0  w b

0 0 w(flth)b 0

(o1 ® pi)(gh")]a = 0 it 0 0

wtH)b 0 0 0

Podem ocorrer os casos descritos abaixo.

1)1 #t 1+t #n Sejapy®p_y : kD, — Endg(k®> @ k?) e
v = {(v1,0), (0,v1), (0,v2), (v2,0)} uma base de k? @ k2. Entao

pre(B)(v1), pr—(h")(0))
G ,0),

pr+1(h*)(0), pr—e(R")(v1))
O,w by 1),

pr44(B")(0), pr—¢(A")(v2))

0, w—(l t)bv2)

prit(R”) (v2), pr—t(h*)(0))

(gt ® pr—) (A")(v1,0) = (
= (
(
= (
(
= (
(
= (w1l 0),
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (w

(Pt ® pr—e) (h*) (0, v1) =
(P14t @ pi—e) (h2)(0,v2) =
(Pt ® pr—t) (") (v2,0) =

Pz+t(9h )(v1), Plft(ghb)(()))

w

(Pt ® pr—t)(gh®)(v1,0) =

l+t)bv2 0 ,

prit(gh)(0), pr—e(gh”) (v1))

)

(pr+t @ pi—e) (gh®)(0,v1) = )
0.w (- t)b )
)

,w V2

(P4t @ pi—t)(gh")(0,v2) = Pl+t(9h )( p1-t(9h") (v2))

0,w v1)

pr4¢(gh®) (v2), pi—t(gh®)(0))
—(l+¢t)b )

)

(Pt @ pr—t)(gh®) (v2,0) =

1110

Logo,
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(+tb 0 0 0

0 Wi g 0

[(pre ® prt)(B")] = 0 0 w0 g
0 0 0 )

e

0 0 0 w0

0 0 w—(lft)b 0

(e @ p)@h) = | o oo 0

Gl 0 0 0

Portanto, p; @ pt = pi4++ © pi—t.

2) L #1t, I+t =n. Sejam x0,1 D x1,1 D pi—¢ : kD, — Endi(k ® k & k?)
en = {(17070)a (0707’01)’ (anva)a (07 170)} uma base de k & k @ k>.
Entao

(X01 @ X1,1 ® p1—)(h")(1,0,0) = (x0,1(h")(1),0,0)
= ((-1)",0,0),
(X0,1 ® x1.1 @ pi—)(h)(0,0,v1) = (0,0, p1— t( *)(v1))
= (0,0, W= vl)
(X0,1 ® x1.1 @ pi—1)(B)(0,0,v2) = (0,0, Pl t(h?)(v2))
— (0,0, w(HH0byy).
(X0,1 ® x1.1 @ pi—)(R)(0,1,0) = (0, x1,1(h")(1),0)
=(0,(-1)%,0),
(x0,1 @ X1,1 @ pi—t)(gh")(1,0,0) = (Xo,l(ghb)( ),0,0)
= ((-1)",0,0),
(X0.1 @ x1.1 @ p1—1)(gh")(0,0,v1) = WOMtQWX))
= (0,0,wby),
(X0, ® X1.1 @ pi—1)(gh")(0,0,v2) = (0,0, p1—¢(gh®)(v2))
= (0,0,w Dby,
(X0.1 @ X1.1 @ p1—1)(gh®)(0,1,0) = (0,x1,1(gh")(1),0)
= (0,(-1)"**,0)
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e assim,

b UL ; 0
[(X0,1 ® x1,1 © pr—t) ()] = . B S

0 0 0 (—-1)®

b N e
[(X0,1 @ X1,1 @ p1—¢)(gh”)]y = o W=t o o .

0 0 0 (—1)bt1
Notemos que, Up,@p, (ghb) =0= Hxo,1®x1,1Pp1—¢ (ghb) €
Lpi@p, (h?) = WP 4 (=0 4 (100 =(FDb
— wnb +w(l—t)b + w(—l+t)b _,’_w—nb
_ (71)b +w(lft)b +W(*FHf)b + (71)b
= luXo,lEBXLl@plq,(hb)v

na segunda igualdade usamos o fato de que | +t = n. Portanto, pelo
Teorema 1.2.25, p; @ pr ~ X0,1 ® X1,1 D p1—¢-

3) l=t, 2l # n. Seja x0,0 D X1,0 D pa : kDy, — Endg(k?), entao

(X0,0 ® X1,0 @ par)(h?)(1,0,0) = (x0,0(h ®)(1),0,0)
— (1,0,0),
(X0,0 © X1,0 © p2) (h*)(0,0,01) = (0,0, par (h*)(v1))
= (0,0, wy),
(X0,0 © X1,0 ® p21) (h*)(0,0,v2) = (0,0, pau (h*) (v2))
= (0,0 w_2lbvg),
(X0,0 ® X1,0 ® p2r)(h")(0,1,0) = (0, x1,0(h")(1),0)
—(0,1,0),
(X0,0 @ X1,0 B p21)(gh)(1,0,0) = (x0,0(gh")(1),0,0)
— (1,0,0),
(X0,0 ® X1,0 @le)(ghb)(07oavl) (0,0 le(gh )(v1))
= (0,0 wzlbvg),
(X0,0 ® X1,0 ® p2r)(gh®)(0,0,v2) = (0,0, po(gh®) (v2))
=(0,0,w ™ 2%q,),
(X0,0 ® X1,0 ® p21)(gh")(0,1,0) = (0 X1 0(gh®)(1),0)
= (0,-1,0).
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Logo,

1 0 0 0

0 W 0 0

[(x0,0 B X1,0 PZZ)(hb)}n = 0 0 -2l

0 0 0 1

€

1 0 0 0

0 0 —2lb 0

[(x0,0® x1,0 D le)(ghb)]n = 0 w2t 0 0
0 0 0 -1

Nesse caso, Hoi®pe (ghb) =0= Hxo,0®x1,0Bp2 (ghb) €
Hipmop (h?) = w(HOD 4 (1=0b | (=1+0b | =(+0)b
W2 0 40 2

_ . 20b —2lb __ b
=w +2+w = Hxo0,0®x1,0®p2 (h )7

na segunda igualdade usamos o fato de que I = ¢t. Assim, pelo Teorema
1.2.25, p1 ® pr =~ X0,0 D X1,0 @ pa-

4) 1 =t,2l =n. Seja x01 D x1.1 D X0.0 D X1.0 : KDy, — Endi(k?) e
9 ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} uma base de k*. Entao

(X0.1 @ X1,1 © X0,0 ® X1,0)(h*)(1,0,0,0) = (x0,1(h")(1),0,0,0)
= ((-1)",0,0,0),

(X0,1 ® X1,1 D X0,0 D X1,0)(h?)(0,1,0,0) = (0, x1,1(h")(1),0,
= (0,(~=1)",0,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 @Xl’o)(hb)(O,O, 1,0) = (0,0, xo, O(hb)(l) 0)
— (0,0,1,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 ® x1,0)(h")(1,0,0,0) = (0,0,0, x1,0(h")(1))
— (0,0,0,1),

(X0.1 @ X1,1 @ X0,0 ® X1,0)(9h")(1,0,0,0) = (x0,1(gh")(1),0,0,0)
= ((-1)*,0,0,0),

(X0,1 ® X1,1 D X0,0 © X1,0)(9h")(0,1,0,0) = (0, x1,1(9h")(1),0,0)
= (0,(=1)"*%,0,0),

(X0,1 ® X1,1 ® X0,0 ® X1,0)(9h")(0,0,1,0) = (0,0, x0,0(gh")(1),0)
= (0,0,1,0),
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(X0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(9h")(1,0,0,0) = (0,0,0, x1,0(gh")(1))

= (0,0,0,-1).
Logo,
(—1)° 0 0 0
b 0 (-1)® 0 0
[(x0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(h”)]6 = 0 0 10
0 0 0 1
€
(-1)° 0 0 0
b 0 —(-=1)® 0 o0
[(x0,1 ® X1,1 D X0,0 ® X1,0)(9h")]p = 0 0 1 0
0 0 0 -1

Nesse caso, pp,@p, (gh®) =0 = :uXO,l@Xl,l@X0,0@Xl,O(ghb) e

Mpl®pt(hb) e L (o LI G A LR (R
= W20 0 40 2D
= (_1)b +2+ (_1)b = Hx0,19x1,19X0,09X1,0 (hb)a
na segunda e terceira igualdades usamos os fatos de que I =t e 21l = n,

respectivamente. Logo, pelo Teorema 1.2.25, p; ® pr ~ X0,1 ® x1,1 @
X0,0 D X1,0- [

Corolario 1.3.21 Valem as seguintes regras de fusio em §(kp,, m):
Se e,0,8,0 € {0,1} = Zs entao

[st,é] [ng,g] = [Mxﬁg,dg} .

[Mpl][MXo,o] = [Mpl] = [Mm][Mxm]v
[MPL][MX0,1] = [Mpnfz] = [Mpz][MX1,1]a

MPH—t] + [Mpl—f,]7l 7é te l+t 7é n,

Mo, )+ My, ]+ My, [l #t el +t=n,

My, ]+ [Myg o] + [My, o], 1=t € 20 #n,

Moo ]+ [My, ]+ [Myg o) + [My, ).l =t e 2l =n.

X0,0

|
M) = |
|
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Demonstragao: Usando a defini¢gdo do produto em §G(xp, m) e as
Proposigoes 1.3.20 e 1.2.18, temos as igualdades a seguir.
Se g,0,8,0 € {0,1} = Zs entéo

[MXs,sHMng] = [MXE,E ® Mng] = [Mxﬁaégy
Sel,t€{l,--- ,n—1} entdo
[MPLHMXO,U] = [Mpl ® MXU,O] = [Mpl]

[Mpl ® MXl,o] = [Mpl][MXl,OL

[MPZHMXO,l] = [Mpz ® MXO,l] = [Mpn—l]
= [MPI ®MX1,1] = [Mpl][MXl,l]'

Sel#tel+1t+#n entao
[MleMpt] = [MPH—t D MPL—J = [MPH-J + [Mpz—t]'
Sel#tel+t=n entao

[Mpl][MPt] = [MX0,1 D MX1,1 @ Mpzft]
= [MXU,J + [MX1,1] + [Mpl—t]'

Sel=1te2l+#n entdo

[Mpz][MPt] = [Mpm @ MXO,O EB MXl,o]
[MPZJ + [MXO.O] + [MXI,O]'

Sel=te?2l=nentao

[Mpz][MPt] = [MXO,l @ MX1,1 @ MXo,o @ MXl,o]
= [Mxm] + [Mxm] + [MXO.O] + [Mxm]'

1.3.4 Anel de Grothendieck de m*’

O objetivo nesta subsegdo é calcularmos o anel de Grothendieck
da categoria m, em que H é uma algebra de Hopf pontuada finito
dimensional. Este calculo surgiu no decorrer do estudo, pois alguns
autores, por exemplo [21], definem o anel de Grothendieck de uma
algebra de Hopf H como sendo o anel de Grothendieck da categoria
m#. No entanto, observamos ao leitor que os resultados aqui obtidos
nao sao pré-requisitos aos demais capitulos do trabalho.

Seja C' uma k-coalgebra, é conhecido na literatura que existe uma
bije¢ao entre os C-comddulos simples e as subcoalgebras simples de C'
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([1], Theorem 3.1.4). Tal correspondéncia foi muito tutil para encon-
trarmos os H-comodulos & direita simples, em que H é uma &lgebra de
Hopf nas condigoes citadas acima.

A seguir, usando [1], [9] e [20], esclarecemos como ocorre esta bije-
¢do. Sejam C uma k-coalgebra e (M, 1) um C-comddulo a direita finito
dimensional. Dada uma base {m;}?_; de M, denotamos por C'(M) o
subespaco de C gerado pelo seguinte conjunto

{c; € C :¢p(m) =Zmi®ci,Vm€M}.

Observamos que C'(M) nado depende da base escolhida para M e é
uma subcoalgebra de C'.

Teorema 1.3.22 ([1], Theorem 3.1.4) Seja C uma k-codlgebra.

(i) Se M é um C-comddulo & direita simples entao C(M) é uma k-
codlgebra simples.

(i) Se D € uma k-subcodlgebra simples de C entao existe um C-
comddulo & direita simples M tal que C(M) = D.

Demonstragao: (i) Por ([9], Exercise 2.5.4), segue que
C(M) = (annc-(M))* = {c € O|f(c) = 0,Yf € annc- (M)},

em que C* é a algebra dual de C.

Mostremos que (annc-(M))* é uma subcoalgebra simples de C.
Consideramos M como um C*-médulo & esquerda. Entao M ~
C*
annc« (M)’
annc« (M) é um ideal maximal de C*. Agora, por ([1], Theorem 2.3.4),

Deste modo, como M é C*-mdédulo simples, segue que

annc- (M) é uma subcoalgebra simples de C.

(i) Sejam D uma k-subcoalgebra simples de C' e M um coideal a direita
minimal de D. Entao AM C M@ D C M ® C.

Afirmamos que M ¢ um C-comoédulo a direita simples e C(M) = D.
De fato, como C' é um C-comodulo a direita com a coagao definida por
meio do coproduto e AM C M ® C, obtemos que (M,Aly) é um
C-comodulo a direita.

Suponhamos que (N,A|y) é um C-subcomodulo a direita de M.
Entao, A(N) € N ® D e assim, N é um coideal a direita de D e
N C M. Como M é um coideal a direita minimal segue que N = M.
Portanto, M é um C-comodulo & direita simples.

De AM C M ® D, segue que C(M) C D. Como D é uma subcoal-
gebra simples, concluimos que C(M) = D. |
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Lema 1.3.23 Sejam M e N dois C-comddulos a direita simples. En-
tao C(M) = C(N) se, e somente se, N e M sao C-comédulos isomor-

fos.

Demonstragao: Ver ([9], exercise 3.1.3). |

Teorema 1.3.24 ([20], 1.6 Lemma) Existe uma correspondéncia bije-
tora entre o conjunto das classes de isomorfismos de C-comddulos a
direita simples e o conjunto das subcodlgebras simples de C.

Demonstragao: Definimos
¢ {[M]: M é C-comodulo simples} — {subcoélgebras simples de C},

tal que ¢([M]) = C(M). Notemos, pelo Teorema 1.3.22 (i) e Lema
1.3.23, que ¢ esta bem definido. E injetor e sobrejetor pelo Lema 1.3.23
e Teorema 1.3.22 (ii), respectivamente.

Assim, ¢~1(D) é a classe do coideal & direita minimal de D. |

A partir de agora, aplicamos os resultados apresentados para calcu-
H

larmos o anel de Grothendieck da categoria m* .
Teorema 1.3.25 Seja H uma dlgebra de Hopf