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Exame de Qualificação em Análise-2025/02

Nome: Data:

1. Seja (xn) uma sequência num espaço de Banach X. Denote o espaço dual de X por

X∗. Mostre que xn converge fracamente a x ∈ X se e somente se (xn) é limitada e

o conjunto

{f ∈ X∗ : f(xn) → f(x) com n → ∞}

é denso em X∗.

2. Considere a medida de Lebesgue na reta e o espaço V = Lp(0,∞), p ≥ 1. Suponha

que T : V → V é um operador linear que satisfaz

∥T (f)∥V ≤ C∥f∥V ,

para algum C > 0 e para toda f ∈ Cc((0,∞);R) (função real cont́ınua e com suporte

compacto em (0,∞)). Essa desigualdade se estende a todo o espaço Lp(0,∞)?

Discuta o tema.

3. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado. Seja 1 < p < +∞. Considerando a

medida de Lebesgue para o espaço Lp(Ω), suponha que {un} ⊂ Lp(Ω) e u ∈ Lp(Ω)

sejam tais que

∥un − u∥Lp(Ω) → 0, quando n → ∞.

Prove com todos os detalhes que existe uma subsequência {unk
} de {un} tal que

unk
(x) → u(x), para quase todo x ∈ Ω.

4. Seja H um espaço de Hilbert complexo. Seja M ⊂ H um subespaço vetorial próprio

de H tal que M ̸= {0}.

Seja A : H → H um operador linear e cont́ınuo.

Suponha que este operador A é tal que, se {un} ⊂ H é tal que ∥un∥H → +∞, então

∥A(un)∥H → +∞.

Seja f0 ∈ H. Prove que existe u0 ∈ M tal que

∥A(u0)− f0∥H = inf
u∈M

∥A(u)− f0∥H .


