Exame de Qualificacao - Analise Numérica

Data: 01,/04/2026
Escolha e resolva somente 3 das 4 questoes abaixo.

1. Considere o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

y(t) = f(t,yt), a<t<b  yla)=a,

onde f: [a,b] x R — R e a € R sao dados.

Seja N € N e defina h = (b — a)/N, bem como t; = a+ih, i = 0,..., N. Aproxime a solugdo do PVI
acima fazendo y; ~ y(t;) através do seguinte esquema:
Yo =«

Yitr1 :yz+h¢(tzyyz>7 ZZO,,N
Aqui, ¢: [a,b] x R — R é uma fungao dada. O erro de truncamento local desse esquema é dado por:
y(tis1) — ly(t:) + ho(ts, y(t:))]

Tiv1(h) = A , 1=0,...,N—1.

(a) Mostre que o método de Euler é um método de primeira ordem, ou seja, prove que se y € C?[a, b],

N;

entao |1;(h)| = O(h), i=1,...

Y

(b) Suponha que ¢(t,y) = Af(t + B,y + 7). Escolha os parametros A, e v de modo que o método

resultante seja de segunda ordem, ou seja, se y € C®[a, ], entao |r;(h)| = O(h?), i=1,...,N;

(¢) Mostre que com a mesma ¢ do item anterior, nao é possivel selecionar os parametros A, 3 e v de

modo a obter-se um método de terceira ordem.

2. Sejam f: R — R e x € R. O método das diferencas finitas centradas aproxima a derivada de f em x

escolhendo h > 0 pequeno e fazendo f'(x) ~ fn(x), onde

fa+h) = fl—h)

fu(z) = o

Fixe a,b € R com a < b e defina a norma

|m — nlle :=sup {|m(z) — n(z)| :a <z < b}.

Seja f € C™(R), para m = 2 ou m = 3.



(a) Mostre que
1f" = fulloo = O(A™1);

(b) Suponha que a funcio f nio esteja disponivel. Em vez disso, apenas uma funcio f° € C(R) satisfa-

zendo

estd disponivel, onde § > 0. Encontre um tamanho de passo que dependa de § (h = h(J)) de modo

que se tenha

m—1

m).

1F" = fiallo = O(

3. Sejam H; e H espacos de Hilbert (possivelmente de dimensao infinita) e seja K: H; — Hy um operador

linear limitado. Denote por KT a inversa generalizada de Moore-Penrose de K.

(a) Mostre que KT ¢ limitado se e somente se, R(K) é fechado;

(b) Suponha adicionalmente que K é compacto. Mostre que KT é limitado se e somente se, R(K) tem

dimensao finita.

4. Sejam H; e Hy espagos de Hilbert (possivelmente de dimensao infinita) e seja K: H; — H, um operador
linear satisfazendo || K| < 1. Fixe y € R(K). Queremos encontrar * € Hy, uma solugao do sistema linear
Kz =y (isto é, Ka* = y). Suponha que o vetor y nao é dado. Conhecemos apenas um vetor y° € H, tal

que |ly — y°|| < J. Note que possivelmente, 31° ¢ R(K).

Para aproximar x*, usamos o metodo do gradiente:
o )
ij+1—$j+K (y —Kl’j)7

para 7 =0,1,2,..., onde o € H; é um chute inicial dado.

Mostre que, nos primeiros passos da iteragao, enquanto a condicio ||y° — Kx;|| > 26 for satisfeita, teremos

que ;41 estard mais préximo de z* do que z;. Em outras palavras, ||z* — z;41| < ||2* — =]

(Sugestao: use a identidade ||wy—wy ||* —||Jwo —ws || = ||w —wa|* +2{wy —ws, we—wy), Ywg, wy, we € Hy.)



